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Résumé

Ce document introduit essentiellement les notions d’espaces vectoriels, d’appli-

cations linéaires. Nous verrons ensuite comment étudier de tels objets ainsi que les
propriétés de ces derniers. Nous accorderons beaucoup d’importances & 1’étude des
matrices dans ce cours car ce sont les principaux objets utilisés pour représenter les
données, mais c’est aussi avec cette représentation que nous pourrons analyser et
"faire davantage de calculs" pour illustrer les différentes notions. La géométrie sera
également mise & I’honneur car elle s’avére nécessaire pour I'étude des données afin
de voir si des groupes de données se forment et éventuellement étudier les distances
entre les groupes.
Cette premiére partie est essentiellement théorique mais trés formatrice. Elle permet-
tra au lecteur de se plonger dans un formalisme abstrait qu’il pourra ensuite mettre
en application. Pour I'aider, des exercices lui permettant de vérifier ses connaissances
et de s’entrainer a effectuer des démonstrations sont disponibles. Des exercices plus
calculatoires sont également disponibles. Tout cela a la fin de chaque section. Enfin,
quand le contexte le permet, chaque fin de section sera illustrée par des exemples
sous ‘R afin d’illustrer les notions. Des commandes sous Python prendront le relais
dans des versions futures de ce document encore en cours de rédaction.
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Premiére partie

Introduction

Les outils d’Algébre linéaire sont omni-présents dans 1’Apprentissage Machine et
dans I’Analyse de Données voire méme dans la manipulation des données.

La donnée est au centre de toute ses applications et il est trés facile de voir que ces
données, dans la vision la plus simple que I'on puisse avoir, consiste & un tableau de va-
leurs (numériques ou textuelles) qui décrivent les caractéristiques de plusieurs individus.
Il n’est ainsi par rare d’associer une ligne d’un tableau & un individu et une colonne pour
un descripteur donné. Cette représentation, bien que classique, fait référence a des objets
complexes en Mathématiques que 'on appelle des Matrices qui ne sont rien d’autres que
des tableaux qui vont contenir des nombres. Mais ces tableaux vont posséder certaines
propriétés qui vont permettre de dégager ou d’extraire de l'information dans nos don-
nées. Mieux encore! On va pouvoir également transformer ces données, i.e. manipuler ce
tableau en effectuant des opérations simples ou algébriques pour visualiser nos données
ou synthétiser I'information présente.

Mais 'usage des données ne se limite pas & leur seule Analyse, elles sont également

employées pour résoudre des taches de facon automatique, i.e. lorsque I'on souhaite ap-
prendre & notre ordinateur a réaliser certaines taches comme une tache de classification
dont le but serait d’apprendre une forme d’intelligence capable de distinguer ce qu’est
un spam d’un mail standard.
L’apprentissage d’une telle intelligence nécessite de modéliser le probléme avec 1’objectif
a résoudre qui peut prendre la forme d’une fonction & plusieurs variables. On modélise
en général le nombre d’erreurs de notre algorithme sous la forme d’une fonction que 1’on
souhaite minimiser. C’est ce que nous présentons dans la section suivante.

1 Optimisation et Apprentissage

Apprendre une intelligence capable de réaliser certaines taches est loin d’étre aisé,
car cela nécessite non seulement des données mais aussi des outils analytique, algébriques
mais aussi des connaissances en statistiques pour quiconque souhaite développer ou en-
core étudier des algorithmes sophistiqués.

Si ’on retourne méme a un usage plus primaire des données, la connaissance des outils
algébriques, comme la manipulation de matrices est capitale pour développer des codes
plus efficaces qui permettent de limiter le nombre d’opérations et donc de réduire le temps
d’exécution des différents calculs. En ce sens, la mathématique ne peut étre dissociée,
dans le cadre de la manipulation des données, de 1'outil informatique et tous les deux se
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FIGURE 1 — Représentation des différents mails dans un espace & deux dimensions. Les
spams sont représentés en rouge alors que les mails classiques sont représentés en bleu.
La droite représentée en gris représente une potentielle droite optimale permettant de
séparer les spams des mails standards.

révélent étre complémentaires dans ce domaine.

Apprentissage

Revenons & 'exemple d’apprentissage et regardons comment ’algébre linéaire mais
aussi les outils d’analyses de fonctions & plusieurs variables peuvent servir pour apprendre
notre intelligence qui doit discriminer un mail standard d’un spam.

Pour simplifier la représentation, nous allons considérer que les mails sont décrits
par deux variables, i.e. représentés par deux valeurs et on peut alors les représenter dans
un plan, comme cela est montré en Figure 1. Pour simplifier la tache, on va supposer
que ’on souhaite apprendre une droite qui sépare de facon optimale les points rouges des
points bleus, dans le sens ot 'on effectue le minimum d’erreur.

Nous avons donc besoin de deux éléments ici

e Savoir définir une droite dans un plan (ou un hyperplan dans un espace de
dimension quelconque)
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e Définir le critére & minimiser, ¢.e. la fonction & minimiser, dont les valeurs
dépendent de la droite considérer.

Le premier point est plutét simple, vous vous souvenez que ’équation d’une droite
dans un plan est de la forme "y = ax 4+ b”. Si on reprend la représentation effectuée dans
la Figure 1, notre droite se présentera sous la forme

axri + bxrs +c =0,

ce qui est exactement la méme forme que la précédente. On va noter hgp(x) =
ax1 + bxo 4+ ¢ le membre de gauche de I’équation précédente. Et il faudrait donc déter-
miner les bonnes valeurs des paramétres a, b et ¢ de la droite.

Ces paramétres seront déterminés de fagon a réduire le nombre d’erreurs de classi-
fications effectuées par notre algorithme qui apprend une droite séparant les données en
deux groupes. Pour fixer les idées, on va dire que si on se trouve & gauche de la droite
ary +bra+c =0 < hgpe(x) =0, ie sihgpe(x) < 0 alors le mail est catégorisé
comme étant un spam. Dans le cas contraire, le mail est catégorisé comme étant "dé-
sirable", i.e. lorsque hgpo(x) > 0. A partir de cela, on peut alors proprement définir
le critére que 'on souhaite minimiser, & savoir notre nombre d’erreurs. Pour cela, on se
rappelle que les exemples considérés possédent une étiquette (colorée), s’ils sont bleus, on
va dire que les mail sont "positifs", i.e. ils sont standards, on va leur attribuer une valeur
y = 1 Dans le cas contraire, s’ils sont rouges, ils sont dits "négatifs" donc considérés
comme des spams et on va leur une valeur y = —1.

Ainsi on va chercher & minimiser le nombre d’erreurs qui s’écrit comme suit :

1 m
m Z 1{yiha,b,c(xi)<0} ’
=1

Une erreur correspond donc a 'attribution du mauvais signe a une donnée x, i.e.
au fait que la donnée se trouve du mauvais coté de la droite.

Fonctions a plusieurs variables

Ce simple exemple montre que chercher a8 minimiser un nombre d’erreurs revient a
étudier une fonction & plusieurs variables, ici a,b et ¢ et a chercher le minimum de cette
fonction.

Vous avez pu voir, ou verrez que chercher les valeurs de a,b et ¢ pour lesquelles
la fonction atteint son minimum nécessite de trouver des points critiques et d’étudier
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FIGURE 2 — Illustration de la descente de gradient vers la solution optimale (a, b, c)(*)
de la fonction g que l'on souhaite minimiser en fonction des paramétres a,b et ¢ Les
différentes ellipses représentent des lignes de niveau de la fonction g.

la nature de ses points critiques via la résolution de 1’équation d’Euler et I'étude de
la dérivée seconde de la fonction, qui se présentera sous la forme d’une matrice. Plus
formellement, on dit que ’on va résoudre un probléme d’optimisation :

min g(a,,c) = min EZ {ihapc(x:) <0}

a,b,c

Bien évidemment quand les points critiques sont trés complexes & trouver mais que
la fonction posséde de bonnes propriétés, on peut passer par des algorithmes de descente
de gradient, qui vont, de fagon itérative, approcher la solution optimale comme cela est
illustré en Figure 7?7

Vous verrez que cette approche itérative s’écrit de la fagon suivante

(4,6, = (a,,¢)") = Vg ((a,b,0)™),

i.e. les valeurs des paramétres a,b et ¢ a l'itération n + 1 est une transformation
des valeurs de ces mémes paramétres & l'itération n qui met en jeu les données mais
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aussi le gradient de la fonction que 'on cherche & optimiser (et donc de 1'équation de la
droite). Cette procédure simple, appelée descente de gradient nécessite de manipuler des
vecteurs voir des matrices ou des inverses de matrices pour des versions plus sophistiquées.

Ce n’est bien sir pas la seule application mais c’est une premiére application di-
recte qui pourra se faire plus tard avec ces outils d’Analyse et d’Algébre Linéaire.

Vous étudierez également, vraisemblablement ’année prochaine, comment exploiter
I’algébre linéaire et plus précisément 1’algébre Linéaire pour faire de I’Analyse de Données.

2 Analyse de Données

Jusqu’a présent, le lecteur aura uniquement eu des cours sur la statistique des-

criptive ot les concepts de base de statistique sont présentés comme la moyenne et la
variance.
Ces cours auront eu pour objectif de décrire les propriétés de variables aléatoires ou
encore ’étude d’un ou de plusieurs échantillons issu(s) d’une population. La plupart de
ces analyses sont dites unidimensionnelles et ne portent que sur ’étude d’une variable
aléatoire seule voire ’étude d’un lien entre deux variables aléatoires. Mais ’analyse de
données ne se limite pas & ’étude d’une seule ou de deux variables aléatoires, on cher-
chera davantage a prendre en compte ’ensemble des descripteurs des individus pour les
étudier, c’est ce que 'on appelle I’analyse multidimensionnelle.

Vers ’analyse multidimensionnelle

La réalité est parfois beaucoup plus complexe et riche que le contexte d’étude im-

posé par la simple statistique descriptive. Elle nécessite de pouvoir étudier un échantillon
en prenant en compte ’ensemble de I'information et non pas un ou deux critéres isolés
que l'on étudierait sans prendre en compte les autres. L’objectif de ce cours est d’explo-
rer et de trouver la richesse des informations présente dans nos données mais en prenant
en compte toute 'information. Mais cela ne se fait pas sans difficultés, tout d’abord
conceptuelles et graphiques.
En effet, 1a ou 'analyse univariée ou bivariée se voulait rassurante via I’étude de gra-
phiques en deux dimensions (histogrammes, droite de régression, ...) nous serons vite
plongés dans des espaces de dimension supérieure & 3 que nous ne sommes plus capables
de représenter et de visualiser en tant qu’humain.
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QL | Q2] Q3| Q4| Q5
Individu 1l | 3 3 3 5) 5}
Individu 2 | 2 3 1 5 4
Individu 3 | 2 3 3 4 5
Individu 4 | 1 1 1 1 1
Individu 5 | 5 5 4 3 3
Individu 6 | 4 5 5 2 3
Individu 7 | 5 5 5 3 3
Individu 8 | 1 1 1 1 1

TABLE 1 — Résultats du questionnaire sur un ensemble de 8 individus.

Un exemple pour voir l'intérét

Considérons un exemple ! qui consiste a étudier un questionnaire de satisfaction.

Nous demandons aux étudiants qui suivent ce cours s’ils sont satisfaits, a travers
5 critéres sur lesquels ils doivent se positionner sur une échelle de 1 a 5, 1 correspondant
a "trés insatisfait" et 5 & "trés satisfait". Voici ces 5 critéres :

Clarté du cours écrit
Fluidité de la lecture du cours écrit
Facilité & comprendre les exemples du cours

Clarté des vidéos

SRR

Satisfaction vis a vis de I’enseignant dans la vidéo

On peut alors étudier les réponses fournies par 8 étudiants qui se trouvent dans la
Table 1. On fera ici abstraction de la significativité de cette étude mais c’est simplement
pour illustrer l'intérét de ’analyse multidimensionnelle.

Si nous reprenons simplement les outils statistiques vus jusqu’a présent, nous serons
simplement tenté de calculer la moyenne de chacune des réponses sur l'’ensemble des
individus. Cette moyenne nous donnerait un individu moyen dont les caractéristiques
présentées en Table 2 laissent a penser que ’échantillon est globalement moyennement
satisfait vis & vis de ’ensemble des critéres étudiés.

Connaitre le "comportement moyen" est une chose importante lorsque ’on cherche
a résumer l'information de fagon trés synthétique. Mais ce qui nous intéresse ici, c’est
aussi le profil des étudiants, c’est-a-dire ’ensemble des 5 valeurs qui décrivent cet étudiant
répondant (on parlera plus tard de vecteur). On va analyser ces 5 valeurs pour voir s'il

1. Cet exemple est issu de ’adresse suivante : https://openclassrooms.com/fr/courses/4525281-
realisez-une-analyse-exploratoire-de-donnees/5280363-decouvrez-linteret-de-l-analyse-
multidimensionnelle.
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2.875 | 3.25 3 | 3.125

Ql | Q2 |Q3|Q4| Q5
Moyenne 3

TABLE 2 — Réponse moyenne sur les différents critéres vis & vis des réponses fournies au
questionnaire et présentées dans la Table 1.

O
oC)
i ®)
S

Individu 1
Individu 2
Individu 3
Individu 4
Individu 5
Individu 6
Individu 7
Individu 8

HO‘(%O"H[\D[\DC&J‘Q
HOTO‘!O‘!HOJOOOJ‘ED)
— Ot O s = W NWw
HOJ[\D%%—‘%CF‘O“Q
= W W W= Ot = Ot

TABLE 3 — Création de groupes en fonction des réponses des individus. On identifie trois
profils différents en fonction de la nature des réponses, identifiés en marron, gris et blanc.

est possible de regrouper ces étudiants par "paquets" pour ainsi déterminer les différents
profils des répondants.

Comme le montre la Table 3, nous identifions trois profils différents :

e le premier profil en blanc, formé des individus 4 et 8, se présente comme l’en-
semble des individus qui ne sont pas satisfaits par la formation ou le contenu
de cette derniére. Ce type de réponse peut parfois étre trés "classique" dans
I'étude d’un questionnaire mais peut étre interprété de fagon différente : (i) elle
peut montrer une réelle insatisfaction de la part du répondant ou (ii) cela peut
aussi étre caractéristique de réponses fournies sans avoir pris le soin de lire la
question. Le questionnaire est per¢u comme chronophage pour l'individu qui
souhaite alors y passer le moins de temps possible.

e un deuxiéme profil en marron, formé des individus 1 & 3, qui représente 1’en-
semble des individus qui sont satisfaits du contenu vidéo mais qui le sont moins
par le contenu dit "textuel"

e un dernier profil en gris, formé des individus 5 a 7, qui représente I’ensemble
des individus qui sont satisfaits du contenu textuel mais qui le sont moins par
le contenu vidéo.

Différentes méthodes d’analyse

Dans 'analyse de données, on peut regrouper les méthodes dans trois grandes fa-
milles :
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e les méthodes supervisées qui sont notamment employées dans les modéles de
régression qui vous seront présentés ’année prochaine. Ces modéles consistent
par exemple & chercher a prédire une valeur d’un individu en fonction des valeurs
des descripteurs de cet individu. Ces méthodes peuvent aussi constituer une
bonne transition vers les modéles dits de Machine Learning. Mais on ne va pas
aborder cette partie la ici.

e les méthodes non supervisées. Par opposition aux méthode supervisée, on
va ici chercher & partitionner nos données, en les rangeant dans des "classes"
sans que ces derniéres ne soient définies a 'avance. C’est ce que nous avons
fait lorsque nous avons précédemment étudié les profils des répondants & notre
questionnaire. Sans le savoir, nous avons fait ce que ’on appelle du clustering,
1.e. du partitionnement de nos données. Ces méthodes 1a ne seront pas étudiées
dans le cadre de ce cours, faute de temps.

e les méthodes factorielles qui vont résumer 'information présente dans le jeu de
données, en projetant les données dans des espaces de dimensions plus faibles.
Ces espaces permettent d’avoir une représentation visuelle de I'information vi-
sible et qui préserve au mieux cette information. Une méthode trés connue qui
permet de faire cela est 'analyse en composantes principales.

Concentrons-nous sur les méthodes factorielles, par exemple ’ACP (pour analyse
en composantes principales) permet de réduire le nombre de variables en trouvant de
nouvelles variables qui en synthétisent plusieurs. Trouver une variable synthétique per-
met de remplacer plusieurs colonnes du tableau par une seule. Malheureusement, cette
transformation nous fera perdre un peu d’information, mais on sera capable de quantifier
la part d’informations qui sera contenue sur une ou plusieurs variables synthétiques.
Par exemple, si on projette notre précédent jeu de données dans un espace & deux di-
mensions via une ACP, nous aurons la représentation donnée en Figure 3.

Cette ACP nous a permis de projeter les données dans un espace & 2 dimensions
ce qui permet de visualiser graphiquement les données initialement décrites dans un es-
pace de dimension 5. Cette représentation permet également de reconnaitre les différents
profils observés dans notre tableau initial. C’est donc une technique trés puissante pour
synthétiser les données! Il reste & voir comment obtenir une telle représentation ... mais
c’est tout I'objet de ce cours!

L’ACP nous permettra également d’étudier :

e la variabilité entre les individus, on pourra ainsi détecter d’éventuelles diffé-
rences ou ressemblances entre les individus.

e les liaisons entre les variables : est-ce que certains variables sont trés corrélées
entre elles et pourraient étre regroupées pour former des variables synthétiques
en nombre moins important ?

L’ACP n’est bien siir pas la seule méthode d’analyse factorielle, et heureusement
car elle présente un inconvénient majeur, elle ne permet d’étudier que des variables dites
quantitatives.

Imaginons que 'on dispose des résultats d’une autre enquéte ot I’'on a posé les questions
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F1GURE 3 — Représentation des individus, i.e. des réponses fournies au questionnaire,
dans un espace & deux dimensions obtenu par I’ACP. La couleur des individus correspond
a celle utilisée dans la Table 3 pour identifier les différents profils. Les individus 4 et 8
étant identiques, ils ont la méme représentation.
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Q1 Q2 Q3 Q4 Q5
Individu 1 bleu France chat brun clair | grande
Individu 2 bleu | Allemagne chat blond moyenne
Individu 3 vert Belgique souris gris grande
Individu 4 | marron | Pologne lion noir petite
Individu 5 vert Autriche | hamster blond grande
Individu 6 | marron | Ukraine tigre noir petite
Individu 7 | marron | Hongrie chien brun petite
Individu 8 | marron | Roumanie chien brun moyenne

TABLE 4 — Résultats du deuxiéme questionnaire sur un ensemble de 8 individus.

suivantes :

. Quelle est la couleur de vos yeux?

. De quel pays étes vous originaire ?

1

2

3. Quel est votre animal préféré ?

4. Quelle est la couleur de vos cheveux?
5

. Comment qualifieriez vous votre taille ? (petite, moyenne, grande)

Les réponses & ces questions sont synthétisées dans la Table 4. On ne pourra pas
utiliser une ACP pour étudier ce tableau. Heureusement I’ACP n’est pas la seule méthode
d’analyse factorielle qui existe et nous étudierons deux autres méthodes pour synthétiser
des variables qualitatives : 'analyse factorielle des correspondances et sa générali-
sation ’analyse des correspondances multiples.

Mais toutes ces méthodes nécessitent, des notions en géométrie et indirectement en
algébre linéaire nous permettant de manipuler ces tableaux et la projection de ces données
dans un espace de dimension réduite. Ces notions ne seront pas abordées dans le cadre
de ce cours mais le seront dans le cadre de votre formation, on s’attachera uniquement a
la présentation des outils algébriques qui sont ’objet de la prochaine partie de ce cours.
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Deuxiéme partie

Algébre Linéaire

Cette premiére partie permet d’introduire tous les outils d’algebre linéaire qui nous
servirons & I’étude des techniques d’analyse de données.

Nous reprenons les fondamentaux en Algébre Linéaire depuis la présentation des
espaces vectoriels jusqu’a 1’étude des formes quadratiques et des fondamentaux en géo-
métrie comme 'analyse des espaces euclidiens. L’idée de cette premiére partie est de
présenter les outils pas & pas afin que le lecteur puisse suivre aisément le cheminement.
Bien qu’elle soit abstraite, cette partie va se révéler nécessaire pour la présentation des
techniques d’analyse de données qui seront présentées par la suite et nous essaierons d’ap-
puyer tous les résultats fondamentaux et nécessaires a I’étude des données. En outre, pour
rendre les notions plus abordables mais surtout moins abstraites pour le lecteur, nous
illustrons les résultats par des graphiques ou encore des exemples simples.

Une premiére section sera dédiée aux généralités sur les espaces vectoriels et les
applications linéaires. Elle introduit ce concept de base qu’est la notion d’espace des
vecteurs qui sont des éléments essentiels et qui représenteront une donnée ou encore ’en-
semble des valeurs d’une caractéristique, i.e. une feature par un ensemble d’individus, i.e.
un échantillon. Nous présenterons aussi les notions de sous-espaces vectoriels ainsi que
quelques sous-espaces particuliers et leurs propriétés. Enfin nous introduirons également
les projecteurs qui joueront un réle majeur dans la deuxiéme partie.

La deuxiéme section se consacrée a 1’étude des objets précédemment étudiés mais dans le
cadre de la dimension finie, ce qui sera toujours le cas lorsque nous étudierons des don-
nées. Les notions de bases d’espace vectoriels et les propriétés des applications linéaires
y seront alors présentées.

La troisiéme section aura un réle plus important car elle abordera la représentation des
applications linéaires dans une base, i.e. elle introduit la notion de matrice. Elle sera ’oc-
casion de se familiariser avec des objets qui constituent une représentation naturelle et
conventionnelle de nos données dans une forme dite structurée. On rappellera comment
sont définis trace, rang, déterminant et inverse d’une matrice. On montrera comment
représenter un vecteur ou une application linéaire dans une base mais aussi comment
d’une représentation d’une base & une autre. Enfin, on terminera par quelque rappels sur
la fagon de calculer les différentes caractéristiques d’une matrice.

La quatriéme section portera sur la résolution des systémes linéaires de fagon générale
en présentant la méthode dite du Pivot de Gauss ainsi que les systémes de Cramer.
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La cinquiéme cherchera & savoir s’il est possible d’obtenir une représentation plus simple
des applications linéaires, i.e. est-ce qu’il existe une base dans laquelle les matrices sont
diagonales ? Nous verrons que la réponse n’est pas si triviale et qu’obtenir une telle base
n’est pas forcément évident. Nous verrons cependant, quand cela est le cas, comment ob-
tenir une telle base et quelles conditions il est possible d’avoir une représentation simple
d’un endomorphisme mais aussi dans quelles conditions. L’étude de la réduction des
endomorphismes nous permettra, par exemple, de déterminer les directions de I’espace
selon lesquelles nos données présentent une grande richesse en terme d’informations, 7.e.
une grande variance.

La sixiéme et derniére section consistera a introduire quelques éléments de nature géomé-
trique. En effet, il est tout fait naturel de voir un vecteur ou une donnée comme un point
dans un certain espace. De plus, ’objectif de 'analyse de données est de chercher a syn-
thétiser 'information, c’est-a-dire de passer d’une représentation complexe des données
(dans un espace a grande dimension) a une représentation dans un espace "simple", i.e.
dans un espace de dimension 2 ou 3 que ’humain pourra alors facilement analyser. Pour
ces besoins, nous devons présenter quelques concepts géométriques comme la notion de
produit scalaire, de normes et surtout comment définir la projection d’un ensemble de
points sur une droite ou sur un sous-espace.

Pour s’assurer que le lecteur a bien assimilé les différentes notions d’algébre linéaire,
nous proposons un petit questionnaire de vérification des connaissances a chaque fin de
section.
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3 Espaces vectoriels et applications linéaires

Dans cette premiére section, nous commencons par introduire les définitions d’es-
pace vectoriel et de sous-espace vectoriels pour en étudier quelques propriétés (stabilité
par intersection ou encore somme de sous-espaces vectoriels). Dans un deuxiéme temps
nous introduisons les morphismes d’espaces vectoriels (applications linéaires, projecteurs,
symeétries) et regardons les propriétés des noyaux et images de telles applications.

3.1 Généralités sur les espaces vectoriels

Définition 3.1: Espace vectoriel

Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne notée "+" et d’une loi
externe notée "-" définie sur K x F par

KxE — FE

(,x) — a-x.

On dit que E est un K-espace vectoriel (e.v.) si les propriétés suivantes sont
vérifiées

i) (E,+) est un groupe abélien (i.e. commutatif)

i) vxe E,1-x = x.

iii) V(a, B) €K%, Vx € E, (a+f8) - x=a-x+8-x.
iv) VaeK, Vx,x' € E, a- (x+x)=a-x+a-%.
v) V(o, B) €K%, Vx € E, a- (B-%)) = (aB) - x.

Un groupe abélien (i) est défini par les points suivants :
a

b

C

) Vx,y,z€ E, (x+y)+z=x+(y+2), cest 1'associativité.

) Vx,y € E, x+y =y +x, cest la commutativité.

) il existe un élément, noté 0 qui vérifie, pour tout x € £ : 0 + x = x.

d) Vx € E, il existe un élément x' € E qui vérifie x + x' = 0. Clest
I'existence d'un inverse, en général noté —x.

J

Le plus souvent, dans la définition précédente, K = R ou C. Dans la deuxiéme

partie de ce cours (relative a l’analyse de données) on considérera uniquement K = R
donc des R-espaces vectoriels, notés r.e.v..
Le point #i7) traduit la distributivité a droite de la loi multiplicative - par rapport a la loi
additive 4+ de K. Le point iv) traduit la distributivité a gauche de la loi multiplicative -
par rapport a la loi additive 4+ de E. Enfin le point v) énonce 1’associativité par rapport
aux éléments de K.
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Les éléments d’un espace vectoriel sont appelés des vecteurs.

Dans la suite, et pour simplifier ’écriture, nous mettrons de c6té le - pour la mul-
tiplication externe.

Exemple 3.1. Nous avons tous déja manipulé des espaces vectoriels sans s’en rendre
compte. En effet, 'ensemble R est un espace vectoriel sur R. De méme que ’ensemble
des nombres complexes C qui peut étre vu comme un C-espace vectoriel ou encore un
R-espace vectoriel. C’est-a-dire :

i) Va,d',b,t/ € R, (a+1ib)+ (a' +ib') = (a+d') +i(b+ V)
it) YA, a,b € R, Aa+ib) = Aa + iA\b
Cela peut se voir facilement car un vecteur (ou un élément) de C est totalement identifié

en connaissant sa partie réelle et sa partie imaginaire. Ainsi les éléments de C peuvent
se voir comme des éléments de R2.

E=R E=R? ouC
------- Y2
Yi

)
)
}
l B x
} |
| |
| |
I I

T 0 T2 U1 0 1

Plus généralement, nous avons le résultat suivant :

Proposition 3.1: K-espace vectoriel

Pour tout n € N, I’espace K" est un K-espace vectoriel pour les lois + et - définies
par :

L4 V((Xl,XQ, "'7Xn)7 (YIay27 000 aYn)) € (Kn)2 :
(X17X27---,Xn)+(Y1aYQa~--7Yn) :(xl +y17X2+Y2a---aXn+Yn),
e VaeK, V(x1,x2...,%x,) € K":

(ax1, axg, ..., axy) = a(X1,X2,...,Xp).
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Démonstration. La démonstration est laissée a titre d’exercice, il s’agit de vérifier les
différents axiomes d’espace vectoriel. O

Les espaces vectoriels sont des objets dans lesquels nous pouvons additionner des
vecteurs ou encore les multiplier par un scalaire. La combinaison de ces éléments forme
ce que 'on appelle une combinaison linéaire. Cette notion reviendra souvent lorsque 1’on
cherchera a réduire la dimension de I'espace de représentation de nos données. Nous se-
rons alors amenés a exprimer une nouvelle information (typiquement un axe) comme une
combinaison linéaire de vecteurs (axes existants).

Définition 3.2: Combinaison linéaire

Soit E un K-espace vectoriel et soit (x1,...,%,) € E™. On appelle combinaison
linéaire des vecteurs de la famille (x1, ..., X,) toute somme du type :

Zakxk eFE, ou ap,..a, €K

Définition 3.3: Sous-espace vectoriel

Soit E un K-espace vectoriel soit F' une partie de E (on peut aussi dire, un sous
ensemble de F). F est un sous-espace vectoriel de E si F est lui méme doté
d’une structure d’espace vectoriel pour les lois induites par les lois définies par E.

A priori, pour montrer que F est un sous-espace vectoriel de F, il nous faudrait
vérifier la totalité des axiomes de la définition d’espace vectoriel, ce qui peut étre relati-
vement fastidieux.

En réalité il y a beaucoup plus simple pour montrer cela. Les lois (additive et multiplica-
tive) sur F' sont celles induites par les lois sur F, comme elles ont les bonnes propriétés
sur F, elles les ont aussi sur F' qui est un sous-ensemble de F.

Il reste donc a vérifier, comme le montre la proposition suivante, que le sous-ensemble F’
est non vide (sinon I’étude n’est pas intéressante ...) et qu’il est stable par combinaison
linéaire.
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Proposition 3.2: Caractérisation sous-espace vectoriel

Soit F un K-espace vectoriel et soit F' un sous-ensemble de E. F' est un sous-
espace vectoriel de F si et seulement si les deux propriétés suivantes sont vraies :

i) F'# 0, i.e. F est non vide,
ii) V(x,x') € F?2, ¥(a, B) € R?, ax+ Bx' € F, i.e. F est stable par combi-
naison linéaire.

Il est donc plus simple, pour montrer qu'un objet est un espace vectoriel, qu’il est
un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel connu.

Exemple 3.2. Les exemples de sous-espaces vectoriels sont a nouveau nombreux, on peut
par exemple prendre nimporte quel espace vectoriel qui se trouve dans un espace vectoriel
donné. Prenons un exemple concret avec E = R3, alors toutes les droites et tous les plans
qui passent par l’origine sont des sous-espaces vectoriels de E.

E=R3

Dans cet exemple, les plans vectoriels Py, P1 et la droite vectorielle d sont des sous
espaces de E = R3.

Exemple 3.3. Considérons l’espace vectoriel E = R%. Regardons un autre exemple et
montrons que l’ensemble F' ci-dessous définit bien un sous-espace vectoriel :

F:{X:($1,$2)ER2|2:L’1—{L‘2:0}.

F est un sous-ensemble de R?, ainsi, plutot que de vérifier tous les aziomes d’es-
pace vectoriel, on va plutét montrer que c’est un sous-espace vectoriel de R%. On va donc
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vérifier les deux points de la Proposition 3.2.

i) On vérifie que le sous ensemble est non vide. Ce qui est le cas car le vecteur
x =0 = (0,0) appartient bien a F. En effet 2-0—0=0.

ii) Il reste a vérifier la stabilité par combinaison linéaire, c’est-a-dire que si on
considere deuzr vecteurs x,x’ quelconques de F alors pour tout o, € R, le
vecteur ax + x’ € F. Alors allons-y !

oax+ X' = (ax; + B, axy + fah).

Regardons si les propriétés des éléments de F' sont bien vérifiées pour ce vecteur,
i.e. montrons que 2 (axy + fx}) — axy — Bafy = 0.

2 (axy + Ba) — axg — Bah = 20wy + 262 — azg — B,

=« <23:1 xg) + 5 <233'1 :L“'2> ,

=a-0475-0.
= 0.
On peut représenter ce sous-espace F' dans R? comme suit :
T2
E=R? A

F ={x9 =22}

Exemple 3.4. Considérons lespace vectoriel E = R2. Regardons si l’ensemble F ci-
dessous défini est un sous-espace vectoriel de R?

F={x=(v1,12) € R* | 2] + 25 =1}.
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F est un sous-ensemble de R?. En revanche, on peut monter qu’il ne s’agit pas d’un
sous-espace vectoriel de R2.

x2
E:R2 A 9 9
F={x|z{+2z5=1}
X
\)
\
\
N
\
\\
’ ’ >
0 X+ X T
//
/
X/

En effet, considérons deuz vecteurs x = (x1,x2) et X' = (2),24) de F et a, f € R
et montrons que le vecteur z = ax + x’ ¢ F, i.e. il faut montrer que ce nouveau vecteur
ne se trouve pas sur le cercle unité.

22 4 22 = (axy + B2'1)? + (g + Bzh)?,
= a?(2? + 23) + B2(@ + 2'3) + 2aB(x12]| + wah),

= o’ + 3% + 208(x12) + moh)

St nous prenons par exemple o« = = 1, comme illustré par le graphe ci-dessus, on
a alors

21425 = 1+ 1+ 2(z12) + 2975)
qui est en général différent de 1 comme on peut le voir.
Nous aurions également pu voir cela plus stmplement en montrant que le vecteur

nul n’appartient pas a cet ensemble F'. En effet, un espace vectoriel contient forcément le
vecteur nul.
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3.2 Propriétés des sous-espaces vectoriels

Au cours de la précédente section, nous avons introduit la définition de sous-espace
vectoriel. Dans cette section, nous nous concentrons sur les propriétés (intersection et
somme) des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E.

Le premier résultat ci-dessous montre la stabilité par intersection de la définition
de sous-espace vectoriel.

Proposition 3.3: Sous-espace vectoriel et intersection

Soit E un K espace vectoriel, et soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
Alors F'N G est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. Il nous faut simplement vérifier que (i) I'intersection est non vide et (i7)
la stabilité par combinaison linéaire.

i) Op € F et O € G car F et G sont des sous-espaces de E donc O € F NG,
donc F'N G est non vide

ii) Soit (x,y) € (FNG)? et soit (o, B) € K2 :
x € Fety e F donc ax+ fy € F car F est un sous-espace de E.
De méme, x € G et y € G donc ax + Sy € G car G est un sous-espace de
On a donc bien ax+ By € FNG

O

Cette proposition se généralise trés facilement & une famille de sous-espace de E.

Ainsi si (F;)ier est une famille de sous-espaces de E alors () F; est un sous-espace vec-
el
toriel de F.

Exemple 3.5. Soit E = R3 un R-espace vectoriel et soient F et G des sous-espaces de
E. Considérons les deux graphes ci-dessous :
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NG

FnaG

Sur la figure de gauche, on voit que lintersection des sous-espaces F et G forment
une droite vectorielle dans E qui est un sous-espace de E. De méme sur la figure de
droite, l'intersection de ces deux sous-espaces est réduite a O, i.e. le sous-espace trivial.

On peut également générer un espace vectoriel & partir de la donnée d’un sous-
ensemble d’un espace vectoriel, i.e. la donnée de quelques vecteurs d’un espace vectoriel
FE permet d’engendrer un sous-espace vectoriel. Plus formellement :

Définition 3.4: Espace engendré

Soit F un K-espace vectoriel et soit A une partie non vide de E. On appelle sous-
espace vectoriel engendré par A, noté Vect(A) (ou encore (A4)) le plus petit
sous-espace vectoriel (au sens de l'inclusion) de E qui contienne A.

On en déduit le résultat suivant :

Proposition 3.4: Sous-espace engendré

Soit E' un K-espace vectoriel et soit A une partie non vide de E. Posons & =

{Fsous-espace de E | A C F} alors Vect(4) = () F.
Feé&

Démonstration. On démontre le résultat en montrant les deux inclusions :

i) par définition, tout sous-espace vectoriel F' contenant A, on doit avoir Vect(A) C

F. On adonc Vect(A) C ) F.
Fe&
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ii) réciproquement, Vect(A) est un sous-espace vectoriel qui contient A, donc

Vect(A) € & ainsi (| F C Vect(A). On a donc bien Vect(A) = () F.
Feé& Fe&

O]

Ce résultat peut également étre vu d’un point de vue un peu plus "pratique". En
effet, 'espace engendré par A, Vect(A) peut également se voir comme l'ensemble des
vecteurs qui peuvent s’écrire comme une combinaison linéaire des éléments de A.

Nous avons étudié 'intersection entre des sous-espaces vectoriels, on peut égale-
ment voir ce que représenterait la somme de deux sous-espaces vectoriels.

Définition 3.5: Somme de sous-espaces

Soit E un K-espace vectoriel, et soient F' et G deux sous-espaces de E. On appelle
somme de F' et G, notée F' + G, le sous-espace vectoriel engendré par F' U G.
Par définition, nous avons donc F' + G = Vect(F UG).

Proposition 3.5: Décomposition dans une somme de sous-espaces

Soit E un K-espace vectoriel, et soient F' et G deux sous-espaces de F, alors
F+G={xe€FE|3(x1,x2) € FxG, tel que x = x; + Xx2}.

Ce résultat devient particuliérement intéressant si les espaces sont dits supplémen-
taires. Une notion que l'on retrouvera lorsque nous présenterons 1’ Analyse en Compo-
santes Principales & la fin de ce document mais surtout lorsque ’on parlera de projection.
Elle est beaucoup plus forte que la simple somme de deux sous-espaces.

Définition 3.6: Espaces supplémentaires

Soit E un K-espace vectoriel, et soient F' et G deux sous-espaces de E. F et G
sont dits supplémentaires si les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

i) FNnG = {OE},
ii) F+G=EFE.
On notera alors £ = F & G.

Exemple 3.6. Soit E = R3 un R-espace vectoriel et soient F et G des sous-espaces de
E. Considérons les deux graphes ci-dessous :
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NG

FnaG

Sur la figure de gauche, on a bien deux sous-espaces vectoriels de E mais ces der-
niers ne sont pas supplémentaires car l'intersection (représentée en rouge) n’est pas ré-
duite 4 {Og} mais a une droite. La figure de droite montre deux sous-espaces supplémen-
taires dans R® (une droite et un plan,).

La notion de supplémentaire a une conséquence importante sur la décomposition
d’éléments x comme le montre le résultat suivant

Proposition 3.6: Somme Supplémentaire

Soit ' un K-espace vectoriel, et soient F' et G deux sous-espaces de F, alors
E = F @& G si et seulement si Vx € F | J(x1,x2) € F x G, tel que x = x1 + Xa.

Démonstration. La démonstration est laissée en exercice. Il s’agit de montrer les deux
implications :
i) E=F&G = Vxe€ E|3(x1,x2) € F x G, tel que x = x1 + Xa.
Il faut donc partir d’'un élément de x € E et montrer que sa décomposition est
unique.
i) Vx € B | J(x1,x2) € F X G, telquex=%x1 +x9 = E=F®G.
Il s’agira ici de vérifier les deux points de la définition de sous-espaces supplé-
mentaires.

O]
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3.3 Applications linéaires

Définition 3.7: Application linéaire

Soient E et E’ deux K-espaces vectoriels, et soit f une application de E dans E’.
On dit que f est une application linéaire si :

Y(a, B) € K2, V(x,%x) € E?, flax + Bx') = af(x) + Bf(X).

On peut résumer la définition d’application linéaire de la fagon suivante : [’image
d’une combinaison linéaire par cette application est la combinaison linéaire des images de
cette application. Les applications linéaires sont également appelées morphismes d’es-
paces vectoriels (ou encore homomorphisme d’espaces vectoriels). Cette définition
peut trés facilement se généraliser (par récurrence) pour une combinaison linéaire de n
vecteurs.

Proposition 3.7: Application linéaire

Soient E et E’ deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans
E'. Alors :

Y(x1,...,X,) € E", Yai,...,a, €K, on a f <Z akxk> = Zakf(xk).
k=1

k=1

En dépit de cette définition abstraite, mais trés simple! Les applications linéaires
vont se retrouver au coeur de toutes les analyses que nous effectuerons, notamment
lorsque nous chercherons & projeter nos données dans un certain espace. La projection
étant elle-méme une application linéaire.

Exemple 3.7. On considére Uapplication f définie de R3 dans R? par
f(w1, 29, 23) = (21 + 72, 71 + 73).
Cette application est bien linéaire. En effet, pour tout o, B € R, nous avons :
flax+ By) = fla(z1,z2,23) + B(y1, y2,¥3)),
= (a(z1 4+ 22) + B(y1 + y2), (@1 + 3) + B(y1 + y3)),

= (w1 + axo + By1 + By2, ax1 + axz + fy1 + y3),
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= (a1 + axg, ax1 + ax3) + (By1 + Bye, By1 + Bys),

= a(zy + 22, w1 + 23) + B(y1 + Y2, y1 + ¥3),

=af(x)+ B (y)-
Exemple 3.8. Considérons lapplication f définie de R? dans R par

flxy,x9) = l’% + ZL'%

On vérifie facilement que cette application n’est pas linéaire. En effet, pour tout
a € R nous avons

flax) = f(a(z1,22)) = o®af + a”a3 = o’ (o] + 23) = *f(x) # af (x).

On peut aussi reconnaitre facilement une application linéaire d’un simple coup
d’oeil! 11 suffit que cette derniére s’écrive comme la somme de monoémes de degré 1.

Une autre propriété intéressante des applications linéaires est qu’elles permettent
de conserver la structure d’espace vectoriel, i.e. les images directes et réciproques d’'un
espace vectoriel par une application linéaire sont des sous-espaces vectoriels. Plus préci-
sément :

Proposition 3.8: Image application linéaire

Soient F et E' deux K-espaces vectoriels et soit f une application linéaire de F
dans FE'.

a) Soit F' un sous espace vectoriel de E, alors f(F') est un sous espace
vectoriel de E’.

b) Soit F’ un sous-espace vectoriel de E’, alors f~!(F) est un sous-espace
vectoriel de E.

Démonstration. On va démontrer les deux points de la proposition :

a) F est un sous-espace vectoriel de E, il est donc non vide, de méme que son
image par f. On peut alors considérer y et y’ des éléments de f(F') ainsi que
a € K. 11 existe des éléments x et x' de F tels que y = f(x) et y' = f(x/) et :

y+y =f(x)+ f(x) = fx+x),
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ay = af(x) = f(ax).

Or F est un sous-espace vectoriel de F, donc x + x’ et ax sont des éléments de
F et y +y’ ainsi que oy appartiennent & f(F'). Donc f(F) est un sous-espace
vectoriel de F’.

b) Le vecteur nul de E" appartient au sous-espace F’ et f(0) = 0, donc le vecteur
nul de E est un élément de I'image réciproque de F’ par f. Cette image réci-
proque est donc non vide.

Soient x,x’ des vecteurs de f~1(F') et a € K. Alors f(x) et f(x') sont des
éléments de F’, ainsi que f(x) + f(x/) et af(x) puisque F’ est un sous-espace
vectoriel de E’. Les relations :

Foe+x) = f(x) + (X))
flax) = af(x)
entrainent que x + x’ et ax sont des éléments de f~1(F’).

O

Cette propriété nous assurera, plus tard, que les projections de nos données conservent
la structure d’espaces vectoriels et toutes les propriétés qui en découlent !

Cependant, cette proposition interroge sur la nature des images des applications
linéaires. Lors de I'é¢tude d’une fonction réelle (de R dans R) il n’est pas rare d’étudier
les wvaleurs que peut prendre une telle fonction mais aussi ses zéros, i.e. les valeurs pour
lesquelles elle s’annule. On peut faire une étude semblable pour les applications linéaires
ou ’ensemble des valeurs prises par la fonction est appelé image et 'ensemble de ses
zéros est appelé noyau.

Définition 3.8: Noyau et Image

Soient F et E’ deux K-espaces vectoriels et soit f une application linéaire de
dans E’. On appelle :
e noyau de f, noté Ker(f), le sous-espace vectoriel de E défini par :

Ker(f) ={x € E| f(x) = 0}
e image de f, notée Im(f), le sous espace vectoriel de E’ défini par :

Im(f)y={y€eFE' |Ix e E telque f(x)=y}.

. J

Cette définition comporte également un résultat dans son énoncé et qu’il nous
faudrait montrer : Ker(f) et Im(f) sont des sous-espaces vectoriels de E et E’. Heureu-
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sement, c’est une conséquence immeédiate de la Proposition 3.8.

On peut maintenant caractériser la nature des applications linéaires en fonction
des espaces de "départ" et "d’arrivée" mais aussi en fonction de la nature du noyau et
de 'image de ces applications. Mais avant cela faisons quelques rappels.

Définition 3.9: Nature d’une application

Soient X et Y deux ensembles non vides et f une application de X dans Y. Alors :

o f est dite injective si tout élément de Y admet au plus un antécédent
dans X. Ce que 'on peut aussi formuler :

Vz, o' € X, x #2" = f(z) # f(2)
ou encore

Vr,z' € X, f(z) = f(z') = z=2'.

e f est dite surjective si tout élément Y admet au moins un antécédent
dans X, i.e. :

VyeVY, Jze X telque f(z)=uy.

o f est dite bijective si elle est a la fois injective et surjective, ce que I'on
peut écrire :

VyeVY, Iz e X telque f(x)=y.

J

Ce premier rappel nous permet d’introduire la définitions suivante qui se présente
plus comme un point de vocabulaire pour la suite de la présentation.

nsTITUT

29 - Algebre Linéaire - L2 Informatique 8 nunicanion



Définition 3.10: Morphismes et propriétés

Soient E et E’ des K-espaces vectoriels et soit f une application linéaire de F
dans F', i.e. f € L (E, E’) : ensemble des applications linéaires de E dans E’. De
plus :

e dans le cas ou ' = F’, f est appelée endomorphisme de E et on notera
Z(F) l'ensemble des endomorphismes de E,

e dans le cas ou E' = K(= R ou C), f est appelée forme linéaire sur Ei.e.
il s’agit d’une application qui & un vecteur associe un nombre.

De plus :

e si f est bijective, alors f est appelée isomorphisme de E dans E’,

e enfin, si f est un isomorphisme de F dans lui méme (donc un endo-
morphisme bijectif), alors f est appelée automorphisme de E et on note
9 Z(F) 'ensemble des automorphismes de E. Dans ce cas, 'application
f admet un inverse notée f~1 qui, pour tout x € E vérifie

\. J

Des définitions 3.8 et 3.9 découle le résultat suivant sur le caractére injectif d’une
application linéaire.

Proposition 3.9: Caractérisation de Pinjectivité

Soient F et E’ deux K-espaces vectoriels et soit f une application linéaire de E
dans E’, alors f est injective si et seulement si Ker(f) = {0}, i.e. si son noyau
est réduit au vecteur nul.

Démonstration. 11 s’agit de démontrer le résultat en montrant les deux implications :

e on commence par supposer que f est injective, i.e. si f(x) = f(x/) alors x = x'.
On sait déja que Ker(f) est un sous-espace vectoriel de F il contient donc O,
donc 0 C Ker(f). Il nous reste a montrer Ker(f) C 0.

Pour cela, on se donne un élément du noyau et on montre que celui est néces-
sairement nul :

x—x € Ker(f) = f(x—x')=0,

— [~ [(x) =0,
— () = f(x),
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Donc Ker(f) C 0.

e on suppose maintenant que Ker(f) = {0} et on doit montrer que f est injective.
On se donne x,x’ tels que f(x) = f(x’) et on doit montrer que x = x’.

fx) = f(x),
f(x) = f(x') =0,

f(x—x)=0.

Cette derniére égalité implique que x — x’ est un élément du noyau de f qui
est lui méme réduit a 0, z.e. x — x’ = 0. Nous avons donc x = x’ donc f est
injective.

O
Cela constitue un premier résultat sur les applications linéaires. Nous verrons plus

tard, lorsque nous étudierons la dimension des espaces vectoriels qu’il est également pos-
sible de caractériser les applications surjectives et donc les applications bijectives.

Exemple 3.9. Considérons lapplication f de R? dans R définie par

f(x) = fz1,22) = 21
L’application n’est pas injective, car les vecteurs (0,1) et (0,2) ont la méme image
par application f.
On peut en revanche montrer que ’application est surjective. En effet, quelque soit x1, le

vecteur (x1,t) est bien un antécédent de x1 par Uapplication f, pour tout t € R.
Cette application n’est pas bijective.

Exemple 3.10. Considérons Uapplication f de R? dans R définie par

f(x) = f(z1,22) = (21,222).

Pour montrer que limplication est injective, on considére deux vecteurs x ety tels
que f(x) = f(y) et montrons que x =y.
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(@1,222) = (y1,2y2),
(1 —y1,2(z2 —y2)) = 0.

Cette derniére égalité implique que r1 = y1 et T2 = yo, donc X =y.

Pour la surjectivité, on considére un vecteur y € R? et on montre que le vecteur
1 . .
x = (y1, iyg) vérifie bien f(x) =1y.
L’application linéaire étant surjective et injective, elle est donc bijective.
Nous allons maintenant étudier un type particulier d’applications linéaires : les
projecteurs mais de fagon "abstraite" pour le moment. Nous verrons cela de fagon plus

explicite lorsque nous aborderons les notions de base d’un espace vectoriel, le calcul
matriciel et la géométrie euclidienne.

3.4 Projecteurs et symétries

Définition 3.11: Projecteur

Soit E un K-espace vectoriel, et soient E1 et Eo des sous-espaces vectoriels supplé-
mentaires de F. On appelle projecteur sur F; parallélement Fs, 'application
p: E — FE qui, & un vecteur x € E se décomposant comme X = X + Xo avec
(x1,%2) € E1 x Es, associe le vecteur x;.

Si la définition parait abstraite, elle est en fait trés simple & comprendre avec un
exemple.

Exemple 3.11. Soit E un espace vectoriel, disons E = R? et considérons le vecteur
x = (z1,22) = (5,3) = (5,0) + (0,3) € E. Soit la projection p qui consiste G conserver
uniquement la premiére composante de ce vecteur, alors p(x) = (5,0).

T pommmm e e -
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On peut résumer cette définition par le schéma suivant

p: E=F & FE — F.
X= X1 + X9 X1
~— =~

S5 S5

La proposition suivante montre que les projecteurs ont des images et noyaux qui
sont faciles & déterminer & partir de leur définition.

Proposition 3.10: Propriété projecteur

Soit E un K-espace vectoriel, et soient F7 et Fs deux sous-espaces supplémentaires
de F. Soit p le projecteur sur F; parallélement a Fs. Alors p est un endomorphisme
de E dont le noyau et I'image sont :

Ker(p) = Ey et Im(p) = Ej.

Démonstration. La démonstration de ce résultat n’est pas compliquée, il faut d’abord
montrer que p est un endomorphisme E et ensuite montrer les égalités entre les différents
ensembles. O

Cette proposition énonce simplement qu'un projecteur projette sur son image pa-
rallélement & son noyau. Dans ce cas image et noyau d’un projecteur sont des espaces
supplémentaires et on peut écrire :

E = Ker(f) ® Im(f).

La proposition ci-dessous permet de caractériser les projecteurs parmi I’ensemble
des applications linéaires.

Proposition 3.11: Idempotence

Soit E un K-espace vectoriel et soit p un endomorphisme de E, alors p est un
projecteur de E si seulement si pop = p.

La démonstration de ce résultat n’est pas bien compliquée mais est un peu fasti-
dieuse, on va donc la laisser de coté.

Concentrons nous sur un dernier type d’applications : les symétries dont nous don-
nerons la définition et deux résultats. En effet, nous verrons qu’une symétrie peut se
définir & ’aide d’une projection !
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Définition 3.12: Symétrie

Soit ¥ un K-espace vectoriel, et soient F; et Eo deux sous-espaces supplémen-
taires de E. On appelle alors symétrie par rapport & E; parallélement a
E» l'application s de E dans E qui, & un vecteur x € FE se décomposant comme
X = X1 + X2 ou (x1,X2) € E1 X Es, associe le vecteur x; — Xs.

Exemple 3.12. Reprenons exemple précédent ou E est l'espace vectoriel R? et x un
vecteur quelconque de E. Prenons x = (5,3), alors la symétrie s par rapport a Ey paral-
lelement & Eo du vecteur x nous donne

s(x) =x1 —x2 = (5,-3)

Dans cet exemple, cela revient a déterminer le symétrique de X par rapport a l'aze des
abscisses.

Eq
X
1‘2A |
:
]
]
]
]
]
]
)
: T E2
l
]
]
]
]
' ]
_1’2 -----------------
5(x) =1 — a2

De la méme facon que pour les projecteurs, on peut résumer la définition par le
schéma suivant :

S E=F & E — F.
X= X] + Xo =X —X3
~—
S S
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Proposition 3.12: Propriété symétrie

Soit E un K-espace vectoriel, et soient E1 et Eo des sous-espaces supplémentaires
de E. Soit s la symétrie par rapport E; parallélement a Fjs.
Alors s est un automorphisme de E et, de plus,

Ey = Ker(s —Idg) = Ey et By = Ker(s + Idg),

ou Idg est Papplication identité de E, i.e. Idg : X — X.

On peut & nouveau caractériser les symétries par rapport a I’ensemble des appli-
cations linéaires. Cette caractérisation ne doit pas surprendre car elle est trés intuitive.

Proposition 3.13: Caractérisation symétrie

Soit E un K-espace vectoriel et soit p un endomorphisme de FE, alors s est une
symeétrie si seulement si so s = Idg.

Un dernier résultat permet de faire le lien entre un projecteur et une symétrie, c’est
pourquoi nous nous concentrerons par la suite sur ’étude des projecteurs.

Proposition 3.14: Lien projecteur - symétrie

Soit E un K-espace vectoriel, et soient F; et Fy deux sous-espaces supplémentaires
de E. Soit p le projecteur sur E; parallélement & Fs et s la symétrie par rapport
a Fy parallelement a Es.

Alors s = 2p — Idg.

Démonstration. 11 suffit de vérifier I'identité a ’aide des définitions de p et s.

Soit x € F, alors il se décompose de facon unique comme la somme d’un élément de Eq
avec un élément de Fy (car les deux sous-espaces sont supplémentaires).

Les définitions de la symétrie s et de la projection p nous donnent s(x) = x; — x2 et
p(x) = x1. On vérifie dans ce cas que

Qp(X) — IdE(X) =2x — (33‘1 + 1‘2) =2 — T2 = S(X).

Nous avons bien s = 2p — Idg. O
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Vérifier ses connaissances

1. Soit un F un K-espace vectoriel. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou
fausses 7 Justifiez.

(
(

)
(c) {0Og} est un sous-espace vectoriel de E.
)

a) E est un sous-espace vectoriel de E.

b) () est un sous-espace vectoriel de E ?

(d) Un sous-espace vectoriel de E non réduit & {Og} peut avoir un nombre fini
d’éléments.

2. Soit un F un K-espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de E. Les propo-
sitions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifiez.

Og € F.

) Six € F, alors 2x € F.

)SixeFetye E\Falorsx+ye€FE\F.

) Sixe E\Fetye E\Falorsx+y¢€FE\F.
) Sixe E\ Falors2x € E'\ F.

) E\ F est un sous-espace vectoriel de E.

)

)

)

)

aa T
S~—

—

F=F < FECF.
F:{OE} <~ {OE}CF
F={0g} < Fc{0g}

Si G est un sous-espace vectoriel de F inclus dans F', alors G est un sous-
espace vectoriel de F.

?/—\

3. Soient F et E' deux K-espaces vectoriels et soit f une application linéaire de
E dans E'. Montrer que f(0g) = Opr.

4. Les espaces suivants sont-ils des R-espaces vectoriels 7
(a) R

(b) R
(c) C
(d) Q

5. Soit F un K-espace vectoriel et soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires
de F.

(a) Soit x € E'\ F, peut-on affirmer que x € G?
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(b) Soit p le projecteur sur F' parallélement a G.
Montrer que :

Vx € B,x € F < p(x) =x,

et montrer que

Vxe E,xe G < p(x)=0.
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X3

4 Espaces vectoriels de dimension finie

La section précédente a permis d’introduire des notions fondamentales sur les es-
paces vectoriels et les applications linéaires. Cette section est dédiée plus spécifiquement
aux espaces de dimension finie dont R? et R3 sont les plus connus. Nous allons introduire
la notion de base d’espace vectoriel et verrons que tout élément d’un espace vectoriel peut
se représenter de fagon unique par des éléments de cette base (pensez aux coordonnées
lorsque vous faisiez de la géométrie dans le plan ou dans ’espace).

Dans toute cette section E désignera un K-espace vectoriel.

4.1 Familles libres, familles génératrices et bases

Définition 4.1: Familles libres, liées

Soit (x1,X2,...,Xy) une famille de vecteurs de E. Cette famille est dite :
e libre si V(A1,...,\,) € K", 22:1 MeXp =0 = A\, =0VEk € [1,n].
e liée si elle n’est pas libre, c’est-a-dire s'il existe (A1,...,A,) € K™\ {0}"
tel que :

n
(A, A) #(0,...,0) et Z)\kxk =0g.
k=1

\. J

Exemple 4.1. Soit E = R? un espace vectoriel et considérons les graphes ci-dessous
avec des familles de vecteurs (x1,X2) ou (X1,X2,X3).

X1 X1

X2

\ 4
X9 X9

Dans le premier cas, nous avons trois vecteurs distincts dans un espace & deux
dimensions, on peut donc écrire l'un des vecteurs comme combinaison linéaire des deux
autres, la famille n’est donc pas libre, elle est liée Dans le deuzieme cas, les vecteurs
sont colinéaires et on a clairement X1 = —Xao, & nouveau, la famille est liée. Dans le
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dernier cas, la famille est bien libre car les deux vecteurs sont orthogonaux. On verra
plus tard que le troisieme exemple montre l'exemple d’une famille de vecteurs que [’on
appellera base de [’espace vectoriel.

Exemple 4.2. On considére la famille de vecteurs vi = (1,2,1,0) et vo = (—1,0,—1,1)
de R,

On montre que cette famille est bien une famille libre. En effet, considérons A1, s € R,
alors

A1

O = N =
+
>
no
Il
o O OO

Si on concentre sur la deuzieme et la derniére équation, on trouve directement que
AL =X =0.

Exemple 4.3. On considére la famille de vecteurs vi = (1,—1), va = (3,-2) et
vy = (0,1) de R?.

Cette famille de vecteurs forme une famille liée. En effet, on vérifie aisément que
l'on a

vo = 3vy + V3.

Nous verrons plus tard que nous aurions pu directement écrire que cette famille de
vecteurs est liée sans effectuer de calculs. Pourquoi selon vous ¢

Exemple 4.4. On considére la famille de vecteurs vi = (1,1) et vo = (1,—1). On
montre qu’il s’agit d’une famille libre. En effet, considérons A1, o € R, alors

n () (5) =)

On doit alors résoudre le systéme formé par les deur équations A1 + A2 = 0 et
Al — A2 =0.
La somme de ces deux équations implique A\y = 0 et la différence de ces deuzr équations
implique Ao = 0.

Proposition 4.1: Caractérisation famille liée

Soit (x1,...,Xy) une famille d’au moins deux vecteurs de E, cette famille est liée
si et seulement si 'un de ses vecteurs peut s’écrire comme combinaison linéaire de
ses autres vecteurs.
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Démonstration. 1l s’agit de démontrer ’équivalence par implications réciproques.

e Supposons que la famille (x1, ..., Xy,) est liée. Dans ce cas, il existe (A1,...,A,) €
(K\ 0)™ tel que > 7_; A\px; = Op.
En particulier, il existe un indice j € [1,n] tel que A; # 0, d’ou

n n )\
Ajx; + Z MeXp =0 = x; = — Z )\fk'xk.
k#j=1 k#j=1""
On a donc bien exprimé un vecteur de la famille comme combinaison linéaire
de ses autres vecteurs.
e Supposons maintenant qu’'un vecteur de (X, . . ., X, ) puisse s’écrire comme com-
binaison linéaire des autres vecteurs de cette méme famille. Soit alors j € [1,n]
tel que x; puisse s’écrire comme combinaison linéaire des autres vecteurs :

n
3()\1,...,)\jfl,)\]#l,...,)\n)EKn_l tel que X; = Z A X.

k#j=1
En posant alors A\; = —1, on aura lexistence de (A1,...,\,) € (K\ 0)" et
ZZ:l )\ka = OE.
La famille (x1,...,X,) est donc liée.

O

Remarquons, par contraposée, qu'une famille est dite libre si aucun de ses vecteurs
ne peut s’écrire comme combinaison linéaire de ses autres vecteurs (on parle d’indépen-
dance linéaire).

Le résultat précédent implique directement le fait que :

e toute sur-famille d’'une famille liée est liée,
e toute sous-famille d’une famille libre est libre.

Lors de la présentation générale des espaces vectoriels, nous avons également abordé
la notion d’espace engendré par des sous-espaces vectoriels. La notion de famille géné-
ratrice présentée ci-dessous va permettre d’introduire la notion plus générale d’espaces
vectoriels générés par des vecteurs.
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Définition 4.2: Famille génératrice

Soit (x1,...,X,) une famille de vecteurs de E, cette famille est génératrice si
Vect(x1,...,%,) = E. Clest-a-dire, si tout élément x de E peut s’écrire comme
une combinaison linéaire des éléments de cette famille :

n
Vx € E, I(A1,...,An) €K™, tel que x= Zkkxk.
k=1

J

On en déduit que toute sur-famille d’une famille génératrice de E est une famille
génératrice de . Les graphes de gauche et de droite de I’Exemple 4.1 constituent deux
exemples de famille génératrice de E = R2.

Exemple 4.5. Reprenons la famille de vecteurs vi = (1,1) et vo = (1, —1) et montrons
qu’il s’agit d’une famille génératrice de R2.

Pour cela, on considére un vecteur quelconque x = (z1,x2) de R? et on va montrer
que ce vecteur peut s’écrire comme une combinaison des vecteurs de vy et vo, i.e.

X = o1V] + aova.

On cherche donc les valeurs aq, as telles que

T\ o 1 +a 1
za) P \1 2\-1)°
On montre qu’une solution est donnée par

X1+ T2 xr1 — T2
=— e ag=——

@ 2 2

Exemple 4.6. Considérons la famille de vecteurs vi = (1,1),ve = (1,0) et vg = (—1,1).

On peut facilement voir qu’il s’agit d’une famille de vecteurs liée. En effet, on peut
remarquer que l'on a le lien suivant entre les éléments de cette famille de vecteurs

Vi = 2vay + V3.

On peut aussi montrer qu’il s’agit d’une famille génératrice de R2.
Considérons a nouveau un vecteur quelconque X = (x1,x2) de R? et montrons qu’il peut
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s’exprimer comme une combinaison linéaire des vecteurs de notre famille.

Par exemple :

ou encore

(2) = (z1 + 2) ((1]) + 29 (_11> .

Nous aurions également pu écrire ce vecteur de la fagcon suivante :

r1\ To+x1 (1 +LL‘2—:C1 —1
x2) 2 1 2 1)
On a donc trois fagons d’exprimer notre vecteur x a l'aide de vecteurs de cette
famille!

Ce dernier exemple introduit quelques ambiguités sur la notion de représentation
d’un vecteur.
Le fait de pouvoir représenter un vecteur par des combinaisons différentes d’une méme
famille se révéle peu intéressant dans les faits, en plus d’étre source de problémes lorsque
l'on cherchera & représenter une application linéaire.

C’est pourquoi il est nécessaire de demander une propriété supplémentaire a nos
familles de vecteurs génératrices : 'objet de notre définition suivante, qui porte sur la
notion d’une base d’un espace vectoriel. On va voir qu’elle regroupe a la fois les caracté-
ristiques d’une famille libre et génératrice.

Définition 4.3: Base

On appelle base de E toute famille d’éléments de E a la fois libre et génératrice.

Exemple 4.7. Dans R?, les vecteurs e; = (1,0) et ex = (0,1) forment une famille libre
et génératrice de R%. En effet :

Ae] + Aoer =0 <— ()\1, )\2) =0,
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i.e. si seulement si Ay = Ay = 0.

De plus tout vecteur x = (x1,22) de R? peut s’écrire comme combinaison linéaire
des vecteurs e1 et eg

x = (x1,x2) = x1€1 + T2€0.

On verra un peu plus loin que cette famille de vecteurs forme ce que l’on appelle la
base canonique de R2.

Exemple 4.8. La famille de vecteurs vi = (—1,1) et vo = (1,1) forme une base de R2.
En effet, elle forme une famille libre

AV]+ Avg = 0 <— (—>\1 + Ao, A1+ )\2) =0.

En résolvant le systéme linéaire :

A+ =0 — A1+ = 0
AM+X = 0 29 =0

On en déduit A1 = \g = 0.
De plus, on montre que cette famille est bien une famille génératrice de R?. Considérons
x = (w1, 22) est un vecteur de R?, alors il peut s’écrire :

T2 — I T+ X2

X—Tvl 5

Tout vecteur de R? peut donc s’écrire comme une combinaison linéaire des vecteurs
vy et vo.

Proposition 4.2: Caractérisation base

Soit (x1,...,Xy,) une famille de vecteurs de E, cette famille est une base de E si

et seulement si

Vx e E, A(A,...,\n) € K", tel que x= Z)\kxk.
k=1

Remarquez bien la différence avec la définition de famille génératrice! L’écriture
de tout élément de x de E s’exprime de facon unique comme élément d’une base de F,
alors que cette décomposition n’est pas unique pour une famille génératrice.
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Démonstration. On démontre & nouveau ’équivalence par implications réciproques.

e Supposons que (X1, ...,Xy,) est une base de E et soit x un élément de E. Comme
la famille est génératrice :

(A1, ) €K™ tel que x = Z)\kxk.

k=1
Il nous faut montrer que cette décomposition est unique, on suppose donc qu’il
en existe une deuxiéme, i.e. que x = > ;| pipXg ou (fi1,..., ;) € K" On a
donc

n
> (k= Me)xi = 0.
k=1
Or la famille est libre donc pp — A\, = 0 Vk € [1,n].
Cela montre I'unicité de la décomposition.

e Supposons que tout élément x de F admette une unique décomposition, i.e.
Vx € E, 3(A1,..., ) € K" tel que x = Y;; \iX, ce qui montre que la
famille est bien génératrice. Il reste & montrer qu’il s’agit d’une famille libre.
Pour cela, soit (A1,...,\,) € K" tel que >} ; Mixx = Op. En particulier,
nous avons Og = Y ,_; 0 - x;. L’unicité de la décomposition assure que Vk €
[1,n], A\p =0.

La famille est donc libre et génératrice, c’est donc une base de E.

O]

Un autre point a souligner au regard de cette démonstration est que ’existence
de la décomposition des éléments de F provient du caractére générateur de la famille et
I'unicité vient du caractére libre. A partir de cette remarque on comprend que seule la
famille du graphe de droite de I’Exemple 4.1 constitue une base de E = R2.

Exemple 4.9 (Base canonique de R™). Soit n € N*| 'espace R™ est l’ensemble des
n-uplets (x1,...,x,) ot pour tout j € [l,n], xx € R. On définit alors la famille
(e1,...,en) € (R™)™, par :

e = (1,0,0,...,0,0),
e; = (0,1,0,...,0,0),

e, = (0,0,0,...,0,1).

Tout vecteur x = (x1,...,x,) se décompose alors de maniére unique comme com-
binaison linéaire des vecteurs de la base canonique :
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X =x1€1 +X9€e2 + ...+ Tp€n.

Les éléments (x1,...,xy,) sont donc appelés coordonnées du vecteur x dans la base
(e1,...,ey,), cette base est appelée base canonique de R™.
Définir un vecteur dans R™ revient donc & déterminer exactement ses coordonnées dans
la base (e1,...,ep).
Dans Uexemple de gauche, nous avons x = 2e; — 1.5ey + 2.5e3 et dans 'exemple de
droite, les coordonnées sont plus complexes a déterminer car nous n’utilisons pas la base
canonique de R™.

/
e
A 2
€ e} e}
e €] > /
3 I}
/
/
/
N /
\\\ /
\\\\\ II
N
\Q\ )
\§ /[
X X

Il convient aussi de noter qu’un espace vectoriel FF peut admettre plusieurs bases,
voire un nombre infini de bases. Elles auront cependant toutes une caractéristique com-
mune comme nous allons le voir juste apres.

4.2 Espace vectoriel de dimension finie

L’exemple présenté dans la section précédente permet de mettre en avant une pro-
priété importante de certains espaces vectoriels comme le fait d’admettre une base finie,
i.e. un nombre fini de vecteurs de base. Ce nombre de vecteurs permet de définir ce que
I'on appelle la dimension d’un espace vectoriel.

Avant cela, nous pouvons commencer par caractériser les espaces vectoriels de di-
mension finie avec la définition ci-dessous :

Définition 4.4: Dimension finie

Un espace vectoriel E est dit de dimension finie s’il admet une famille génératrice
finie.
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Un point trés important mais que nous ne démontrerons pas ici, est que tout es-
pace vectoriel de dimension finie admet une base (qui est finie).

Théoréme 4.1: Définition de la dimension

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie, alors toutes les bases de E
ont le méme nombre fini d’éléments, ce nombre d’éléments est appelé dimension
de l’espace vectoriel E, il est noté dim(FE).

Exemple 4.10. L’exemple présenté précédemment permet de montrer que les espaces
vectoriels R™, n € N* sont des espaces vectoriels de dimension n. Nous avons également
exhibé une base pour de tels espaces vectoriels comme la base canonique.

Dans le cas ot E est réduit a O, on dira que E est un espace vectoriel de dimension 0
(réduit & un point). Cela revient a considérer que la famille vide () est la seule base de E.

Un autre résultat important concerne la donnée d’une famille libre d’un espace
vectoriel F.

Théoréme 4.2: Théoréme de la base incompléte

Soit F un espace vectoriel sur K de dimension finie, alors toute famille libre de
peut étre complétée en une base de E.

Démonstration. Pour démontrer ce théoréme, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit (X1, ...,Xy,) une famille
génératrice de E, alors toute sous famille libre de (x1,...,Xy,) peut étre complétée en une
base de E a l'aide d’éléments de (x1,...,Xy).

Soit (xX1,...,Xy) une famille libre de E. L’espace F étant de dimension finie, il
admet une base (e, ..., eq).
La famille (x1,...,Xp,€1,...,€4) est donc une sur-famille de (eq,...,ey) donc elle est
génératrice. La famille (x1,...,x,) est alors une sous-famille de (x1,...,Xy,,€1,...,€q).
Ainsi, d’aprés le lemme, il est possible de compléter la la famille (x1,...,x%;,) en une base
de F al'aide d’éléments de (eq,...,€q). O

Exemple 4.11. Considérons la famille de vecteurs vi = (1,—1,0) et vo = (2,5,0).

On montre que ces deux vecteurs forment une famille libre de R® mais ne forment
pas une famille génératrice de R3.
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On peut cependant lui ajouter le vecteur vs = (0,0,1) afin que cette famille libre
devienne une base de R3.

Le résultat suivant est trés utile en pratique lorsque ’on souhaite montrer qu’une
famille constitue une base d’un espace vectoriel.

Théoréme 4.3: Propriétés familles

Soit F un espace vectoriel de dimension finie n € N*. Soit (x1,...,x,) € E™, alors
les propositions suivantes sont équivalentes :

i) (x1,...,Xy) est une famille libre de E,

i) (x1,...,Xp) est une famille génératrice de E,

iii) (x1,...,Xy) est une base de E.

Tout comme nous venons de le faire pour les espaces vectoriels, il est également
possible de caractériser la dimension d’un sous-espace vectoriel.

Proposition 4.3: Dimension sous-espace vectoriel

Soit E' un espace vectoriel de dimension finie, alors tout sous espace vectoriel F
de E est aussi de dimension finie et dim(F') < dim(E).
De plus, on a l’équivalence £ = F <= dim(E) = dim(F)

Ce résultat peut aussi se résumer de la facon suivante : les sous-espaces vectoriels
stricts de E ont une dimension strictement inférieure a celle de FE.

Exemple 4.12. Considérons l’espace E = R3, alors les sous-espaces F' et G représentés
ci-dessous sont des sous espaces vectoriels de R® de dimension 2.
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On verra plus tard que ces espaces F' et G sont aussi appelés hyperplans de E.

Exemple 4.13. Dans le cas ot E est réduit a Og, on dira que E est un espace vectoriel
de dimension 0 (réduit a un point). Cela revient & considérer que la famille vide ) est la
seule base de E.

Exemple 4.14. L’espace #o(R) des matrices carrées d’ordre 2 est un espace de dimen-
ston 4 dont une base est donnée par les matrices sutvantes :

o) G o) (o) (o v)

Cette base est la base canonique de #5(R)

Proposition 4.4: Sous-espace supplémentaire

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, tout sous-espace de F' de E admet
un supplémentaire dans E.

Nous avons déja vu la notion d’espaces supplémentaires dans la section précédente.

Proposition 4.5: Recollement de bases

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et soient F' et G des sous espaces-
supplémentaires de E. Soit également (x1,...,Xp) et (y1,...,yq) des bases F' et
G respectivement.

Alors la famille (x1,...,%Xp,¥1,...,¥q) est une base de E.
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Cette proposition admet un corollaire immédiat liant la dimension de E a celles de
deux sous-espaces supplémentaires de E.

Corollaire 4.1: Dimension espaces supplémentaires

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soient F' et G des sous-espaces
supplémentaires de E, alors dim(FE) = dim(F) + dim(QG).

C’est un résultat particulier pour des espaces supplémentaires d’un espace vecto-
riel E. Le résultat suivant généralise le corollaire précédent a deux sous-espaces vectoriels
quelconques de F.

Proposition 4.6: Dimension somme de sous-espaces quelconques

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soient F' et G des sous-espaces
vectoriels de F, alors

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).

Retournons maintenant sur nos familles de vecteurs et regardons une caractéris-
tique de ces derniéres, appelée rang, qui permet de faire le lien entre 1'espace engendré
par la famille de vecteurs et la dimension de ’espace engendré par cette méme famille.

Définition 4.5: Rang d’une famille

Soit E un espace vectoriel et .# = (x1,...,X;,) une famille de vecteurs de E. On
appelle rang de la famille %, noté rang(#) ou encore rg(#), la dimension de
I’espace vectoriel engendré par .#, i.e.

rg(x1,...,%,) = dim (Vect(xy,...,Xp)).

. J

Cette notion de rang est fondamentale et reviendra lorsque nous reviendrons sur les
applications linéaires et leurs représentations avec le théoreme du rang mais aussi lorsque
nous introduirons les matrices dans la prochaine section.

Proposition 4.7: Propriétés rang d’une famille

Soit E un espace vectoriel et soit (x1,...,X,) une famille de vecteurs de E, alors :
e rg(x1,...,%x,) <n,
e rg(x1,...,X,) = n si et seulement si (x1,...,Xy) est libre.
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4.3 Représentation d’une application linéaire dans une base

On considére un espace vectoriel E de dimension finie qui admet une base (x1, . ..,Xy),
F un autre espace vectoriel et considérons f € Z(E, F') une application linéaire. Soit x
un élément de E alors x peut s’écrire de fagon unique x = >} A\pXy.
Si on applique la fonction f au vecteur x, on a

FOO) = Anf(xp).
k=1

L’application linéaire est donc entiérement déterminée par les images (f(x1),. .., f(Xn))
des vecteurs de bases (x1,...,x,) de E.
Réciproquement, pour (y1,...,y,) une famille de vecteurs de F', on définit I’appli-

cation f de E dans F par : Vx € E tel que x =Y ,_; MeXp, f(X) =D 5 MYk
On a alors, Vk € [1,n], f(xx) = yk- De plus f est une application linéaire de E dans F.

Ainsi, on peut définir une application linéaire f en fixant les images y1,...,y, des
vecteurs de la base (x1,...,x,) de E.

On peut résumer tout cela par la proposition suivante :

Proposition 4.8: Application et image d’une base

Soit E un espace vectoriel qui admet une base (xi,...,X,) et soit F' un espace
vectoriel.
Alors ¥V (y1,...,yn) € F™, JIf € L(E,F) tel que Vk € [1,n], f(xx) = y&.

Cette proposition, ainsi que ce qui la précede, permet

e étant donnée une application linéaire f € Z(E, F), il suffit de connaitre I'image
des vecteurs de bases de F par cette application pour la déterminer entiérement.
e ou encore, si I'on connait n vecteurs de F', il est possible de construire une
(unique) application linéaire f de E dans F telle que pour tout k € [1,n], f(xx) =
Yk-
Aprés avoir vu comment construire une telle application, on va voir que 1’on est
aussi capable de caractériser les propriétés des morphismes en fonction de l'image des
vecteurs de bases.
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Proposition 4.9: Caractérisation morphisme et famille

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n € N* muni d’une base (e, ..., e,).
Soit E’ un espace vectoriel de f une application linéaire de F dans E’, alors :

i) f est injective si et seulement si la famille (f(e1),... f(e,)) est une famille
libre de E'.

ii) f est surjective si et seulement si (f(e1),... f(ey)) est une famille géné-
ratrice de E'.

iii) f est bijective si et seulement si (f(e1),... f(en)) est une base de E’

En particulier, si f est bijective on dit que les espaces E et E’ sont isomorphes.
Nous avons, en outre, le résultat suivant :

Proposition 4.10: Caractérisation isomorphismes

Soient E et E’ deux espaces vectoriels de dimensions finies, alors F et E’ sont
isomorphes si et seulement si dim(E) = dim(E").

On en déduit le résultat suivant :

Corollaire 4.2: Isomorphismes de K"

Soit n € N* tout K-espace vectoriel de dimension n est isomorphe a K”.

Revenons maintenant a la dimension de rang. Nous avions précédemment introduit
la notion de rang d’une famille de vecteurs. On va voir qu’il est également possible de
définir le rang d’une application linéaire en regardant le rang de I'image des vecteurs
d’une base de E par cette application linéaire.

Définition 4.6: Rang application linéaire

Soient E et E’ deux K-espaces vectoriels de dimensions finies, et f € Z(E, E').
On appelle rang de f, noté rang(f) ou rg(f), la dimension de I'espace Im(f).

Nous pouvons méme relier le rang d’une application linéaire f € Z(E,E’) a la
dimension de I’espace de départ E et la dimension du noyau, c’est ce que ’on verra avec
le théoréme du rang. Mais avant cela, nous avons besoin du résultat suivant :
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Lemme 4.1: Supplémentaire et isomorphisme

Soient FE et E' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies et soit f € Z(E, E’).
Soit F' un supplémentaire de Ker(f) dans E (rappelons que Ker(f) est un sous-
espace de F), alors la restriction de f a F', notée fip, réalise un isomorphisme de

F sur Im(f).

Démonstration. Il nous faut montrer que I'application fip € Z(E,Im(f)) est bijective
vu que la linéarité de ’application est déja acquise par hypotheése.

Pour cela, on rappelle que 'application est définie par :

fip e F—=1Im(f),
x = fip(x) = f(x).

e Injectiviteé :
Soit x € F alors x € Ker( f] r) si et seulement si x appartient & F' et au noyau
de Tapplication f, i.e. si et seulement si x appartient & I'intersection de ces
deux ensembles. Or F' et Ker(f) sont supplémentaires dans E, donc x = 0.
On a donc Ker(fjr) = {0}, donc f|r est injective.

e Surjectivité :
Soit y € Im(f), alors il existe x € E tel que f(x) = y. Or nous avons F =
F @ Ker(f) donc on il existe (x1,x2) € F' x Ker(f) tel que x = x1 + x2. Or
y = f(x), ce qui entraine

y = f(x1) + f(x2) = f(x1) = fir(x1).
=

La derniére égalité vient du fait que x; € F', donc y € Im(f|r).
Ce qui montre que Im(f) = Im(fir) et que fip est surjective.

J|r est donc injective et surjective, par conséquent elle est bijective et est donc bien un
isomorphisme de F' dans f|p. O

Théoréme 4.4: Théoréme du rang

Soient E et E' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies et soit f € Z(E, E’),
alors dim (Ker(f)) + dim (Im(f)) = dim(E).

Démonstration. Soit F' un supplémentaire de Ker(f) dans E. Nous avons vu plus tot
que pour deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans un espace vectoriel donné
voient la somme de leur dimension égale & la somme de I'espace totale, i.e.
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dim(Ker(f)) + dim(F) = dim(E)

De plus, le lemme précédent nous montre que la restriction fp réalise un isomor-
phisme de F' dans Im(f), les deux espaces sont donc isomorphes et, par conséquent, ont
la méme dimension :

dim(Im(f)) = dim(F).
On a donc bien dim(Im(f)) + dim(F) = dim(E). O

Remarque : Il est également possible d’écrire le résultat de ce théoréme de la fagon
suivante :

dim(E) = dim(Ker(f)) =rg(f).

Ce résultat va permettre de trés facilement caractériser les morphismes définies
entre deux espaces de méme dimension.

Proposition 4.11: Morphismes et dimension

Soient F et E' deux espaces vectoriels de dimensions finies tels que dim(E) =
dim(E'). Soit f € Z(E,E'), il y a alors équivalence entre les trois propriétés
suivantes :

i) f est injective

ii) f est surjective

iii) f est bijective

Démonstration. Ce résultat découle immédiatement du théoréme du rang. O

Ce résultat qui n’a rien de surprenant une fois que ’on connait le théoréme du
rang, se révéle cependant trés utile lorsque 'on cherche & montrer qu’une application
linéaire entre deux espaces de méme dimension réalise un isomorphisme. En effet, il
suffira simplement de montrer qu’elle est injective ou surjective.

4.4 Retour sur sous-espaces vectoriels

Cette derniére partie introduit la notion d’hyperplan qui est un cas particulier
de sous-espaces vectoriels. Plus précisément :
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Définition 4.7: Hyperplan

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 2. On appelle hyperplan de E
tout sous-espace vectoriel de £ de dimension n — 1.

En tant que sous-espace vectoriel, les hyperplans doivent donc nécessairement
contenir le vecteur nul, i.e. le vecteur Og.

Exemple 4.15. L’ezemple le plus simple de sous-espace vectoriel que l’on puisse imagi-
ner est une droite dans un plan. En effet, un plan est un espace de dimension 2 et la

droite est un espace de dimension 1. Les droites di et do sont des sous espaces vectoriels
de R2.

E =R? E=R3
do dy

€2

€1

Méme chose avec les plans dans E = R3, les plans Py et P1 sont des hyperplans de
R3 ; en revanche la droite d n'est pas un hyperplan de R3.

Nous verrons également qu’il existe aussi, dans un contexte géométrique, ce que
I'on appelle des hyperplans affines.

Proposition 4.12: Supplémentaire hyperplan

Soit F un espace vectoriel de dimension finie n > 2 et soit H un hyperplan de E.
Alors pour tout vecteur a de E, sia ¢ H, on a H ® Vect(a) = E, i.e. 'espace
vectoriel engendré par a (qui est une droite) est un supplémentaire de H dans E.
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Proposition 4.13: Forme linéaire et noyau

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 2 et soit H un sous-espace
vectoriel de F, alors H est un hyperplan de E si et seulement si H est le noyau
d’une forme linéaire non nulle sur F.

Démonstration. 11s’agit de démontrer que dim(H) = n—1 <= (3p € Z(FE, K) telle que ¢ #
0 et H= Ker(p). On effectue la démonstration par implications réciproques a nouveau.

e Supposons que dim(H) =n—1:
on peut donc définir une base (e1,...,e,—1) de H que l'on peut compléter
pour obtenir une base (ey,...,e,) de E. Soit ¢ € Z(E,K) définie par Vk €
[1,n—1], p(ex) =0 et p(e,) = 1.
On a donc montré l'existence d’'une forme linéaire non nulle sur FE, il reste a
vérifier que Ker(yp) = H.
Soit x € F on a alors :

X:Z)\kek, ou (Al,...,An)EKn.
k=1

Alors x € Ker(p) <= > e =0 <= N\, =0 <= x€c H.

e On suppose maintenant qu’il existe une forme linéaire ¢ non nulle
telle que son noyau est égal a H.
En appliquant le théoréme du rang, on a

dim(Ker(e)) +rg(p) =n.

Or l'image de ¢ est un sous-espace vectoriel de K, donc Im(y) = rg(p) <
dim(K) = 1. Or ¢ est une forme linéaire non nulle, donc I'image de ¢ est nulle,
donc de dimension strictement positive. Par conséquent, dim(Im(yp)) = 1, on
en conclut que dim(Ker(y)) =dim(H) =n — 1.

O]
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Vérifier ses connaissances

1. Soit ' un K-espace vectoriel. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou
fausses 7 Justifiez.
(a) Soit x un élément non nul de E, alors la famille (x) est libre.
(b) Soient x # y € E, alors la famille (x,y) est libre.
(c) Si une famille de vecteurs de E contient le vecteur nul, elle est liée.
)

(d) Une famille libre de vecteurs (x1, . . .,Xy) est une base de F' = Vect((x1,...,%Xp)).

2. Soit F un K-espace vectoriel non nul. Les propositions A et B suivantes sont-
elles équivalentes ? Est-ce que I'un implique 'autre ?
(a) A : (x,y) est une famille liée de E.
B : 3X € K tel que y = Ax.

(b) A :(x1,...,%,) est une famille libre de E.
B:si(A1,...,A\n) =(0,...,0) alors :

n
Z /\ka = OE
k=1

(c) A : E est un espace vectoriel de dimension 1.
B :Va e E tel que a # 0, alors E = Vect(a).

3. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*. Les propositions sui-
vantes sont-elles vraies ou fausses ?

(a) Toute famille libre de E' compte au plus n vecteurs.

(b) Toute famille génératrice de E compte au plus n vecteurs.

¢) Une famille qui compte moins de n vecteurs est libre.

e) Une famille qui compte plus de n vecteurs est génératrice.

)
()
(d) Une famille qui compte plus de n vecteurs est liée.
)
f)

(
(f) Si F est un sous-espace vectoriel de E, une famille libre de vecteurs de F'
est une famille libre de vecteurs de E.

(g) Si F est un sous-espace vectoriel de F, une famille génératrice de F' est une
famille génératrice de F.

4. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N* et soient F' et G des
sous-espaces vectoriels de E. Les propositions suivantes sont-elles équivalentes 7
L’une implique-t-elle 'autre ?

A:FeG=F
B: FNG={0} et dimF + dimG = n.
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5. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N* muni d’une base (eq, ..., e,).
Soit E' un K-espace vectoriel de dimension n’ € N* et f € Z(E,E’). Les
propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

(a) (f(e1),..., f(en)) est une base de I'm(f)
(b) rg(f) =rg((f(e1),..., f(en)))

f est injective si et seulement si dim(Ker(f))

)
(c) 0
(d) f est surjective si et seulement si dim(Im(f)) =n
) n'

—
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6. Soit ' un K-espace vectoriel et soit ¢ une forme linéaire sur /. Montrer que ¢
est nulle ou surjective.

7. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et soit f € Z(F). Les
propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
(a) Sirg(f)=n,alors f € .L(F).
(b) Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans E.

(c) Si Ker(f)nIm(f) = {0}, alors Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans
E.
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Les variables et vecteurs sur ‘R

Cette deuxiéme section, bien que trés théorique et introductive, va nous permettre
d’introduire les éléments de bases pour I’Analyse de Données en regardant comment créer
un vecteur sur ‘R ainsi que quelques calculs élémentaires (vu que 1'on a abordé les espaces
vectoriels de dimension finie!)

Regardons déja comment créer une variable x qui contient la valeur 3.

Si l'on souhaite afficher la valeur de x (mais cela reste vrai pour tout objet défini),
il suffit de taper le nom de la variable dans la console.

Les opérations élémentaires sur les nombres réels se font de la facon suivante

x =3

y =2

X +y

## [1] 5
X -5

## [1] 1
X*y

## [1] 6
x/y

## [1] 1.5

Nous pourrions également stocker ces résultats dans des variables afin de les garder
en mémoire, ce qui peut se révéler trés utile lorsque 1’on souhaite réutiliser les résultats
plus tard.
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Il est également possible de créer une variable qui contient plusieurs valeurs, par
exemple un vecteur de R3?, x = (1,2, 3).

c(1,2,3)

o
Il

i
]

c(1:3)

Remarquez la deuxiéme notation qui permet de créer facilement un vecteur de
dimension 3 en indiquant la premiére et derniére valeur prise par le vecteur. Par exemple
la commande ci-dessous :

x = c(5:10)

va créer un vecteur de taille 6 contenant les valeurs 5,6,7,8,9 et 10.
Nous avons tout ce dont nous avons besoin pour illustrer les opérations internes et ex-
ternes sur un un espace vectoriel. Pour cela, on va considérer deux vecteurs x et y ainsi
qu’'un scalaire (i.e. un nombre réel) a.

x = c(1,2,3)
y = c(1,2,1)
alpha = 3

X +y

## [1] 2 4 4
alphax*x

## [1] 369

Il est également possible de définir la différence entre deux vecteurs ou encore la
division d’un vecteur par un scalaire (si ce dernier est non null!). Notons que 'addi-
tion interne revient & faire une addition composante par composante, le produit externe
consiste quant & lui & multiplier toutes les composantes du vecteur par le scalaire a.
Nous pouvons également définir un produit entre deux vecteurs (ce que I'on appelle un
produit de Hadamard?) sur ‘R ou I'addition entre un scalaire et un vecteur.

2. Du nom du mathématicien frangaisJacques Salomon Hadamard (1865-1963) ayant contribué
dans différents domaines des mathématiques comme la théorie des nombres ou la géométrie différentielle.
Ce produit est normalement défini pour des matrices dont les vecteurs sont un cas particulier.
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X*y

## [1]1 1 4 3

x + alpha

## [1] 4 5 6

Dans le premier cas, cela revient & faire le produit composante par composante.
Nous verrons que cela sera pareil lorsque 'on manipulera des matrices, i.e.

TxyY =

W N =
*
— N
Il
W N =
— N
Il
W = =

Ensuite, lorsque ’on ajoute un nombre réel & un vecteur, cela revient & ajouter ce
nombre réel & ’ensemble des composantes du vecteur, i.e.

1 1+3 4
z+a=2|+3=|2+3] =15
3 3+3 6
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5 Matrices et calcul matriciel

Dans la section précédente nous avons largement étudié les espaces vectoriels de
dimension finie et nous avons vu que nous pouvions munir de tels espaces d’une base et
que tout vecteur pouvait se représenter de fagon unique dans cette base. Nous avons
également vu que I'on pouvait définir une application linéaire a partir de la connaissance
de 'image des vecteurs de bases par cette application linéaire. Plus précisément, une ap-
plication linéaire f entre deux espaces E et F' de dimensions finies p et n est entiérement
définie par la donnée des images des p vecteurs de la base de E et ces images peuvent
chacune étres décomposées dans la base de F.

On va donc obtenir p n-uplets de coordonnées que ’on va écrire dans un tableau appelé
matrice.

Cette section sera donc principalement dédiée & I’étude des matrices et a leurs
propriétés. Nous verrons que de ces propriétés sur les matrices nous pourrons en déduire
des propriétés sur les applications linéaires qu’elles représentent. Beaucoup de ces points
constituent des rappels, mais ces propriétés seront importantes pour la suite de ce cours
et nous ne pouvons donc pas faire I'impasse dessus.

Dans toute cette section, on supposera que les espaces vectoriels étudiés sont des
K-espaces vectoriels avec K = R ou C.

5.1 Rappels sur les matrices

Définition 5.1: Matrice

On appelle matrice a n lignes et p colonnes a coeflicients dans K, toute application
de [1,n] x [1,p] dans K.
Une telle matrice, notée A, se note alors

ailr ai2 - Gilp
a a DR a
A— (a“)mp . 21 22 2p
— M )ig=1 —
Gpl Aap2 -+ Gpp

La matrice A est également appelée matrice de type (n,p) pour dire qu’elle com-
porte n lignes et p colonnes.

. J

Dans cette définition, notez bien que le premier indice, I'indice ¢, fait référence a la
i-éme ligne du tableau. Le deuxiéme indice, I'indice j, désigne la j-éme colonne de notre
tableau.

La matrice est donc & voir comme un tableau de valeurs. Cette vision est trés
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importante pour la suite car elle correspond a la représentation la plus couramment
utilisée lorsque 1’on représente des données avec les conventions suivantes :

e en ligne : on représente les individus (au nombre total de n, chaque individus
étant décrit par p attributs.

e en colonne : on représente les valeurs prises par les différents attributs (au
nombre total de p) sur les différents éléments de 1’échantillon (que sont nos
individus et au nombre de n).

Un autre cas particulier sont les matrices de type (1,n) et (n,1) qui désignent des
vecteurs ou matrices lignes et colonnes respectivement.

Définition 5.2: Vecteurs lignes et colonnes

Soit A une matrice de type (n,p).
Pour tout 7 € [1,n], on appelle i-éme vecteur ligne de A le vecteur de KP défini
par

L; = (ai1, a2, - - ., Qip).

Pour tout j € [1,p], on appelle j-éme vecteur colonne de A le vecteur de K™ défini
par

Cj = (alj,agj, e .,apj).

J
Définition 5.3: Matrices carrées

On appelle matrice carrée toute matrice de type (n,n). Ce type de matrice est
dit matrice d’ordre n.

Une matrice carrée A est dite diagonale si pour tout 7 # j, a;; = 0.

Une matrice carrée A est dite triangulaire supérieure (respectivement trian-
gulaire inférieure) si pour tout i > j (respectivement pour tout i < j) a;; = 0.

Exemple 5.1. Les matrices A, B,C et D suivantes sont respectivement des matrices
carrées de type (3,3) quelconque, diagonale, triangulaire supérieure et triangulaire infé-
Tieure.

123 100 e 3 e 0
A=1|4 5 6|, B=[0o 2 o], ¢c=lo1 o |, D=[1 2
78 9 00 = 0 0 0 ~

La littérature regorge de matrices carrées de taille n avec des propriétés trés inté-
ressantes. L'une d’entre elle, que I'on présentera plus tard, reviendra trés souvent dans
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le contexte d’analyse de données.

Une derniére matrice importante mais trés simple & manipuler est la matrice iden-
tité. C’est une matrice qui représente I’application identité d’un espace vectoriel dans lui
méme (si on souhaite faire référence a la section précédente) et elle s’écrit trés simplement
comme le montre la définition suivante.

Définition 5.4: Matrice identité

On appelle matrice identité d’ordre n, notée I, la matrice carrée diagonale
d’ordre n dont tous les coefficients diagonaux sont égaux & 1, on a donc :

- 7

La définition suivante montre que l’espace des matrices a une structure bien parti-
culiére que 'on a déja rencontré.

Définition 5.5: Structure de ’espace des matrices

On note ., ,(K) I'ensemble des matrices de type (n,p) a coefficients dans K.
L’ensemble des matrices carrées d’ordre n & coefficients dans K est quant & lui

noté (K)

On peut munir ces espaces de 'addition et de la multiplication par un scalaire
A € K définies comme suit, pour tout A, B € .4, ,(K)

aip ... Qaip b1 ... blp a1 +bi1 ... ap + blp
A+B=| |+ =1 2N
Apl  -.. Gnp bpi ... bnp apl + 1 .. App + byp
aip ... Qip )\all e )\alp
A =) =
pl  -.. Gnp Aapl ... Aagp
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Proposition 5.1: Espace vectoriel des matrices

Muni de ces lois internes (addition) et externe (multiplication par un scalaire),
I'espace .4, ,(K) est une alors un espace vectoriel.

Comme tout espace vectoriel, il est possible de définir une base de cet espace et
ainsi de définir sa dimension.

Proposition 5.2: Dimension et base de .#, ,(K)

L’espace vectoriel ., ,(K) est de dimension n x p. Une base de cette espace
vectorielle est donnée par la famille des matrices (E;;);"/_, définies par :

0O ... 0 ... 0
Eij =10 ... 1 ... 0| < i-eme ligne
0O ... 0 ... 0
0

j-éme colonne

Démonstration. On vérifie facilement que les éléments FE;; constituent une base de cet
espace vectoriel en remarquant que

n p
A= (G)Z’]szl = Z ZaijEij.

i=1 j=1

Cette base est une famille de n x p éléments donc ., ,(K) est un espace de di-
mension n X p. O

Cette base formée des éléments (Ej;);"; constitue méme la base canonique de
M, p(K).

On rappelle rapidement que le produit de deux matrices A € 4, ,(K) et B €
M p(K) résulte en une matrice C' € 4, ,(K) dont les éléments c¢;; sont définies, pour
tout i € [1,n] et j € [1,p], par :

n
Cij = ) _ aikbij.
k=1

Notez bien le format de la matrice C, on pourrait établir la régle suivante sur le
format des matrices :

(m,p) = (m,n) x (n,p).
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La proposition suivante rappelle que le produit matriciel est associatif.

Proposition 5.3: Associativité produit matriciel

Soient A, B et C telles que A € M, n(K), B € M, p(K) et C € ), 4(K), alors

(AB)C = A(BC).

Démonstration. Elle est laissée & titre d’exercice car uniquement calculatoire. Il faut
employer le rappel sur le produit matriciel. O

Définition 5.6: Transposition d’une matrice

Soit A € .#,,,(K), on appelle transposée de la matrice A, notée AT, la matrice
A" de A, n(K) définie pour tout (,5) € [1, p] x[1,n] par aj; = aj;. Ecrit autrement

ail ... alp ailp ... Qpl
siA=| : : alors AT =

anpl ... anp alp anp

\. J

Notez bien que si la matrice A est de type (n,p), sa transposée est elle de type
(p,n). La transposition est une transformation qui admet les propriétés suivantes

Proposition 5.4: Propriétés transposition

Soient A, B deux matrices de .#, »,(K), C' une matrice de .4, ,(K), et soit A € K
un scalaire, alors :

i) (AT = xAT,

ii) (A+B)T = AT + BT,

iii) (AC)T = CTAT.

Démonstration. La démonstration est purement calculatoire, elle est donc laissée & titre
d’exercice. O

Le cas des matrices carrées est plus intéressant a étudier et permet de mettre en
avant une propriété importante de certaines matrices : la symétrie.
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Définition 5.7: Matrices symétriques et anti-symétriques

Soit A € ,(K), alors :
i) A est dite symétrique si AT = A,
ii) A est dite anti-symétrique si AT = —A

En général on note S,(K) l'ensemble des matrices symétriques d’ordre n sur le
corps K et A, (K) 'ensemble des matrices anti-symétriques d’ordre n sur le corps K. On
pourra méme montrer que ces deux ensembles forment des sous-espaces vectoriels sup-
plémentaires de ., (K), i.e. toute matrice carrée peut s’écrire comme la somme d’une
matrice symétrique et d’'une matrice anti-symétrique.

Exemple 5.2. Les matrices S et A suivantes sont respectivement des matrices symé-
triques et anti-symétriques d’ordre 4

a b c d 0 =b —c —d
b e f g b 0 —f —g
S=le rni|l ¢4 c 7 o -

d g i J d g i 0

Quid de la matrice nulle & votre avis (celle ne comportant que des 0) ? Notez que
le fait d’étre anti-symétrique impose nécessairement que la diagonale de la matrice soit
nulle.

5.2 Représentation des applications linéaires

Aprés ces quelques rappels sur les matrices, nous allons maintenant pouvoir faire
le lien entre les applications linéaires présentées aux sections précédentes et leur repré-
sentation matricielle.

Pour cela, nous allons considérer deux espaces vectoriels E et F' tous deux de di-
mension finie p et n respectivement. Les espaces E et F' seront également munis des bases
(e1,...,ep) et (fi,...,f,) respectivement. Enfin on désignera par u (non plus f comme
dans les sections précédentes pour éviter les confusions) une application linéaire de E
dans F.

Nous avons précédemment vu que u est entiérement déterminée par 'image des vecteurs
de la base de E dans la base de F'. Formalisons cela.
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Définition 5.8: Représentation matricielle

Pour tout j € [1,p], notons (ai;)i; les coordonnées de u(e;) dans la base de F,
on a donc :

u(ej) = Zaijfi.
i=1

La matrice A = (aij)Z’jp:l obtenue est alors appelée matrice de u relativement

aux bases de E et F. On la note en générale A = Mat(u) ou encore Mat(u)
BE,Br
lorsque le contexte n’est pas ambigué.

On peut représenter cette matrice de la fagon suivante :

u(er) -+ u(ep)
ail aip fl
Mat(u) =
BeBr Apd o an f

Ainsi la j-éme colonne représente I'image du vecteur e; par v dans la base de F'.

\ J

Exemple 5.3. Considérons Uapplication linéaire u, de R? dans R3 munis de leur base
canonique, définie par

f(x) = (221 + 23, 22 — T3, 21 — T2 + 3x3).

Pour déterminer sa représentation matricielle, on calcule Iimage des vecteurs de
base par Uapplication u

u(el) = (2707 1) — 231 + 092 + 183,
(e2) = (Oa ]-a _1) = Oe; + les + —163,
(e3) = (1,-1,3) = le; + —ley + 3es

u

u

2 0 1
Ainsi la matrice de Uapplication linéaire w est |0 1 —1
1 -1 3

On peut maintenant utiliser cette définition pour définir I'image y d’un vecteur x
par 'application linéaire.

Pour tout vecteur x € E, on peut décomposer x dans la base de F et ainsi x =
P o :
> -1 zjej, on a alors :
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p n P n

U(X) = Z :cju(ej) = Z Zj Z aijfi = Z Z aijxjfi.
7j=1

j=1 =1 j=1 i=1

Cette derniére égalité donne directement une décomposition de I'image de x par u
dans la base de F'.

Alors pour tout i € [1,n], y;. = Z‘;’:l a;jxy. Ce que I'on peut écrire, de fagon
matricielle : y = Ax

Cette définition montre que derriére chaque matrice se cache en fait une applica-
tion linéaire. En effet, nous pouvons méme montrer qu’il existe un isomorphisme entre
ZL(E,F) et My, p(K).

Ainsi lorsque ’on multiplie des matrices, cela revient en fait 4 composer des applications
linéaires !

Cette remarque reste valable pour les matrices carrées d’ordre n. On peut & nouveau
montrer que les espaces £ (F) et ., (K) sont isomorphes.

Cependant, les matrices carrées ont une propriété de plus que les matrices quel-
conques ... certaines d’entre elles sont inversibles! Souvenez-vous, nous avons déja vu
que certaines applications linéaires sont inversibles, c’est ce que 'on appelé les auto-
morphismes.

Donc si une application linéaire est inversible, il en est de méme pour la matrice associée.

Proposition 5.5: Matrice et inverse d’une application linéaire

Soit E un espace vectoriel sur le corps K de dimension finie n € N* muni d’une
base et soit u € Z(F). Notons A la représentation matricielle de u, alors u est
inversible si et seulement si la matrice A associée est inversible.

De plus, si u est inversible on note A~! = Mat(u~!) la matrice inverse de A.

On conserve également les mémes propriétés que pour les endomorphismes inver-
sibles de F, a savoir I’équivalence entre les propriétés suivantes :

i) A est inversible a droite,
ii) A est inversible a gauche,
iii) A est inversible.

5.3 Familles de vecteurs et changement de bases

La représentation matricielle ne sert pas uniquement & représenter des applications
linéaires, elle peut aussi étre utilisée pour représenter une famille de vecteurs dans une
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base. C’est d’ailleurs cette vision 14 que nous adoptons lorsque 1’on souhaite représenter
nos données sous forme de tableaux.

Considérons un espace vectoriel F de dimension finie n € N* muni d’une base %
et considérons une famille de vecteurs (xi,...,Xp), alors pour tout j € [1,p] on peut
décomposer le vecteur x; dans la base de £

n
Xj = E Aij€i,
i=1

ou les coefficients a;; représentent les coordonnées des vecteurs dans la base de . On
note alors A = (al-j)?f: 1 la représentation matricielle de cette famille de vecteurs.
Ce que 'on peut encore écrire

X1 Xn

[ AN alp (S3]
Mat (x1,...,X,) =
PE

anl ... Gpp) ep

Proposition 5.6: Base et inversibilité

Soit E un espace vectoriel de dimension n € N* muni d’une base #p et considérons
une famille de vecteurs (x1,...,x%,) de E, alors cette famille est une base de E si
et seulement si la matrice associée a cette famille est inversible.

Ce résultat est important pour introduire la notion de changement de bases. En
effet il est possible que I’on ne souhaite pas forcément travailler avec la base canonique,
ce qui est trés souvent le cas en analyse de données ol I’on préfére regarder les données
"sous un autre angle". Il faut alors voir comment faire pour passer d’une base & une autre.

Définition 5.9: Changement de bases

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie n € N* et soient & =
(e1,...,e,) et B = (€],...,€]) deux bases de E. On appelle matrice de pas-
sage de # dans %' ou de # vers %' la matrice Py 4 définie par :

Py gz = Mat (#') = Mat (€,...,€e.).
B, P gga ( ) ga (elv 7en)

J

Pour dire les choses plus simplement, les colonnes de la matrice de changement de
bases de & vers %' sont formées par les coordonnées des vecteurs de %’ dans la base 2.
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Exemple 5.4. On va considérer lespace vectoriel E = R? muni de deuzx bases diffé-
rentes :

B = (elve2) = ((17 1)7 (_17 1)) et B = (ellaeIZ) - ((170)7 (37 1))

Pour déterminer la matrice de changement de base, il faut alors exprimer les vec-
teurs de la base X' dans AB.
On montre alors que la matrice de changement de base est définie par :

€ @
. 0.5 2 el
Fa.z = (—0.5 —1> e

Pour € on a bien e, = 2e1 — ey. On peut ici trouver les coefficients de téte, mais
nous verrons plus tard comment faire cela en résolvant ce que l'on appelle des systémes
linéaires.

Le résultat suivant montre comment on peut "rebrousser chemin"i.e. passer de la

base %’ vers la base 4, il est une conséquence de la Proposition 5.6

Proposition 5.7: Bases et inversibilité

Soit F un espace vectoriel sur K de dimension finie n € N* et soient & et %’ deux
bases de E. Alors Py g est inversible et (Pg, @) L= Py 5.

Maintenant que ’on dispose de ces résultats on va pouvoir comment représenter
un vecteur x ou une matrice A dans des bases différentes.

Proposition 5.8: Changement de base pour un vecteur

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie n € N*. Soient # = (eq, ..., €,)
et B = (€],...,e],) deux bases de E, et soit P = Py 5.

Considérons un vecteur x € E, on peut alors écrire

n n
X = Zxkek et x= Zxﬁcek.
k=1 k=1
/

Notons alors xg = (x1,...,2,) et xg = (2, ...,2), alors

xg = Pxg.
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Nous ne cherchons pas a démontrer ce résultat mais simplement a l’'illustrer dans
le cas particulier d’un espace de dimension 2.

Exemple 5.5. Considérons deux bases B = (e1,e2) et B' = (€,€}) d’un espace vec-
toriel E de dimension 2 et un élément x de E dont les coordonnées sont respectivement
notées xg = (r1,x2) et xg = (2, x%) dans les bases B et B'.

Supposons que l'on a également les relations suivantes entre les vecteurs des deux
bases

/
€, = ape; + azeq,

/
€, = ai2e; + axes.

On va maintenant chercher a trouver notre matrice de passage P de % vers 4.
Pour cela, on prend l’expression de notre vecteur x exprimée dans la nouvelle
base B' et on va chercher ces coordonnées dans l’ancienne base AB.

!/ ! !
X = 1T7€] + T3y,
~—~

! /
= rjai11€1 + ag1€2 + Tryai2e1 + azes,
! / / /
= (a1177 + a1275)e1 + (ag1x] + azrs)es,

= r1€e1 + xoes.

En étudiant les deux derniéres égalités, nous aboutissons aur relations suivantes :

/ /
Tl = a11Ty] + ai2x;y,

/ ’
To = Q21T + a22%5.

o . . ail  aiz
Ainsi, nous avons la relation x4 = Pxg ou P = ( )
a1 a2
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Proposition 5.9: Changement de base pour une application linéaire

Soient F et F' des espaces vectoriels sur K de dimensions finies p et n. Soient
Br = (e1,...,ep) et By = (e],...,e,) deux bases de F et soit P la matrice de
passage de #p dans ;. De méme, soient B = (f1,...,f,) et By = (f],....f))
deux bases de F et soit ) la matrice de passage de Zp dans #},. Soit u € Z(E, F)
et notons A = Mat (u) et A’ = Mat (u). Alors

B, B BBy

A =Q AP

La démonstration devrait permettre de lever ’'ombre qui plane sur cette relation.

Démonstration. Soient x et x’ les représentations d’un vecteur de E dans les bases 4g
et A}, et soient y et y’ les représentations d’un vecteur de F' dans les bases B et Z.
A est 'unique matrice telle que pour tout (x,y) € E X F, u(x) =y si et seulement si
Ax =y.

A est 'unique matrice telle que pour tout (x',y’) € E x F, u(x’) =y’ si et seulement si
Ax =y’

De plus, nous avons les relations x' = Px’ et y' = Qy’.

Donc

Ax =y <= APx' =Qy <= Q 'APx =y,
ainsi A’ = Q" 1AP. O

Corollaire 5.1: Changement de base d’un endomorphisme

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie n. Soient & = (ey,...,e,) et
HB = (€],...,e]) deux bases de E et soit P la matrice de passage de B vers #'.
Considérons un endormorphisme u de E et notons A sa représentation matricielle
dans la base % et A’ sa représentation matricielle dans la base %4’.

Alors A’ = P LAP.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la proposition précédente dans le cas ou E = F,

Bp = Br =B et By =B =B Dans ce cas : P = Q. O

Exemple 5.6. Soit u un endomorphisme de E = R? dont la matrice associée, notée A,
dans la base canonique est donnée par

(3.

On reconnait ici I’endomorphisme u qui pour tout x € R? est défini par
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u(x) = (221 + z2, —21 + 323).

On souhaite maintenant exprimer cet endomorphisme dans la base formé par les
vecteurs vi = (—1,1) et vo = (1,1). Dans un premier temps, il nous faut déterminer la
matrice de passage P de la base canonique vers la nouvelle base définie par vy et vo.
On rappelle que la matrice de passage P est obtenue en exprimant les vecteurs de la
nouvelle base %B'en fonction des vecteurs de l’ancienne base A, cette représentation se
faisant en colonne :

V1 V3o
. —1 1 e1
P@ﬁ’_(l 1)e2‘

Cette matrice est inversible et son inverse P~ est donnée par

1 (-05 05
P ‘(0.5 0.5)

Il reste alors & calculer le produit P~YAP, ce qui nous donne

1 2 1\ (-1 1\ _1(5 -1
-1 A -
prAp =5 (=1 1)<—1 3)(1 1) 2(3 5)'

Le cas des endomorphismes sera particuliérement intéressant lorsque nous traite-
rons de la réduction des endomorphismes plus tard dans ce document.

5.4 Opérations élémentaires sur les matrices

On présente ici quelques opérations élémentaires sur les matrices qui nous serviront
lorsque 'on effectuera du calcul matriciel.

Définition 5.10: Opérations élémentaires

On appelle opération élémentaire sur les lignes (ou sur les colonnes) d’une
matrice I'une des trois opérations suivantes :
i) multiplier une ligne (ou une colonne) par un scalaire J, i.e. faire 'opéra-
tion L; < A\L; (ou C; +— )\Cz),
ii) ajouter & une ligne (ou & une colonne) donnée le produit d’une autre
ligne (ou d’une autre colonne) par un scalaire A, i.e. L; - L; + AL; (ou
C;«— C; + )\Cj),

ili) intervertir deux lignes (ou deux colonnes), i.e. L; <+ L; (ou C; <> Cj).

nsTITUT

73 - Algebre Linéaire - L2 Informatique 8 nunicanion



Ces transformations peuvent s’écrire matriciellement. Pour cela, considérons une

matrice A € 4, p(K) sur laquelle on va effectuer les opérations élémentaires précédentes
sur les lignes de la matrice A.

i) Opération L; < \L;, cela revient a faire le produit

71— A

1

ii) Opération L; - L; + AL;, cela revient a faire le produit

J
1
1
0
1
1—10 01 0 . A 0
1 A
0
1
1
iii) L’opération L; <+ L;, cela revient a faire :
; .
: {
1
i — 0 ++r eer e 1
1
A
: 1
1
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Remarque. On voit qu’effectuer une opération élémentaire sur les lignes revient a
pré-multiplier la matrice A par 'opération élémentaire. Si on souhaite travailler sur les
colonnes, cela revient alors a post-multiplier la matrice A par la matrice d’opération
élémentaire.

On prendra cependant garde & la dimension des matrices représentant les opérations
élémentaires selon que l'on agisse sur les lignes ou les colonnes !

5.5 Rang, déterminant, et inverse d’une matrice
5.5.1 Rang d’une matrice

Tout comme nous avons défini le rang d’une application linéaire, on peut également
définir le rang d’une matrice.

Définition 5.11: Rang d’une matrice

Soit A une matrice de .4, ,(K), on appelle rang de A, noté rg(A), le rang de la
famille de vecteurs colonnes de A qui sont des vecteurs de K”.

Pourquoi on s’intéresse aux vecteurs colonnes, car ces derniers représentent les
images des vecteurs de bases de I'espace vectoriel F, le rang de la famille de vecteurs co-
lonne de la matrice A va donc déterminer la dimension de I’espace image de I'application
linéaire étudiée.

Proposition 5.10: Rang et base

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n muni d’une base # = (ey, ..., ey)
et soit (x1,...,%,) une famille de vecteurs de E, alors :

rg(X1,...,Xy) = rg(]\iﬂat (X1, -y Xn))-

De ce résultat on en déduit immédiatement que toute matrice carrée A d’ordre n
est inversible si seulement son rang est égale a n. De plus, ce que 'on a vu sur les familles
des vecteurs reste valable sur les matrices d’applications linéaires.
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Proposition 5.11: Rang matrice d’une application linéaire

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K de dimensions finies p et n munis de

bases B et Ar. Soit u une application linéaire de E dans F' dont A = g?M agt (u)
E»#F

est la représentation matricielle.
Alors rg(u) = rg(A).

On terminera cette introduction sur le rang d’une matrice par le résultat suivant

Proposition 5.12: Propriété du rang

Soit A € A, ,(K), alors rg(AT) = rg(A). Le rang d’une matrice est donc invariant
par transposition.

5.5.2 Déterminant d’une matrice

Présenter proprement ce qu’est le déterminant d’une matrice nécessiterait de pré-
senter différents concepts plus ou moins abstraits qui ne seront pas utiles pour la suite
de ce cours. Nous ne présenterons donc méme pas une définition propre du déterminant
et nous nous contenterons de donner quelques propriétés le concernant.

Le lecteur désirant en savoir plus sur la construction du déterminant est invité &
étudier le groupe symétrique ainsi que les formes n-linéaires alternées. On se contentera
uniquement de donner la définition du déterminant pour une matrice avec un minimum
d’explications.

Définition 5.12: Déterminant

Soit A une matrice de .#,(R) dont les éléments sont notés (aij)?,j:r Soit G, le
groupe des permutations de [1,n], c’est-a-dire I’ensemble des bijections de [1,n]
dans [1,n] (comme une transposition qui échange de place deux éléments i et j).
On définit le déterminant de la matrice A par la relation

n

det(A) = Z E(U)Haa(i),ia

0'6671 i=1

ou £(o) est appelé signature de la permutation et qui vaut +1.
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Le déterminant est une valeur que ’on peut associer & une famille de vecteurs, aux
applications linéaires en dimension finie ou plus généralement a des matrices.

Dans un contexte algébrique, il va permettre de déterminer si une famille de vecteurs
constitue une base d’un espace vectoriel.

Remarque On peut également interpréter ce nombre d’un point de vue géométrique.
En effet, dans des espaces de dimension 2 ou 3, il représentera ’aire du parallélogramme
ou le volume d’un parallélépipéde dans l'espace générés par des familles deux ou trois
vecteurs respectivement.

v 51 u
4
31
u 24 v
1]
-6 -5 -4 -3 =2 —}1 1 2 3 4 5 6
116

Dans ce premier exemple les vecteurs (u,v) sont définis par u = (—3,3) et v =
(3,3) ce qui génére un carré avec une surface de 18. Nous aurions donc :

3 =3

det(u,v) = ’3 3

‘:18.

Considérons maintenant les vecteurs u, v, w qui sont définis par

3 -3 0
u=13|, v=1] 3 et w= 0
0 0 V18

Ce qui permet de générer le parallélépipéde suivant dans un espace de dimension
3, dont le volume qui n’est rien d’autre que le déterminant de la familles des 3 vecteurs,
est égal & 18v/18 = 54+/2.
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En effet :

3 -3 0
det(u,v,w) =13 3 0 |=18V18.
0 0 VI8

Nous verrons un peu plus loin comment calculer les déterminants de telles familles
de vecteurs. Mais avant cela, regardons quelques propriétés du déterminant.

Proposition 5.13: Base et déterminant

Soit (X1, ...,X,) une famille de vecteurs d’un espace vectoriel £ de dimension finie
n. Alors cette famille constitue une base de cet espace vectoriel si et seulement si le
déterminant associé a cette famille de vecteurs est non nul, i.e. det(xy, . ..,X,) # 0.

De la méme fagon, on a vu que 'on pouvait représenter les endomorphismes u sur
un espace vectoriel F en déterminant les images des vecteurs de la base de E par u,
les images forment les vecteurs colonnes de la matrice. On peut donc voir si les images
forment une base de I'espace E et donc voir si notre application est bijective en étudiant
le déterminant de cette application linéaire ou de sa matrice associée.

Proposition 5.14: Caractérisation automorphisme

Soit u € Z(F), alors u est un automorphisme, i.e. un endomorphisme bijectif si
et seulement si det(u) # 0.
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Proposition 5.15: Inversibilité d’une matrice

Soit A € #,(K) alors A est inversible si et seulement si det(A) # 0.

Remarque. Le déterminant n’a de sens que pour les matrices carrées i.e. pour les
endomorphismes d’espaces vectoriels.

On termine cette présentation du déterminant par quelques propriétés importantes
concernant ce dernier.

Proposition 5.16: Propriétés du déterminant

oient A et B deux matrices de ., (K) alors

det(AT) = det(A) et det(AB) = det(A)det(B).
Si de plus A est inversible, i.e. si son déterminant est non nul alors

1
 det(A)

det(A™1)

En revanche il n’y a pas de propriétés particuliéres concernant le déterminant de
la somme de deux matrices! En général

det(A + B) # det(A) + det(B).

Ces propriétés seront illustrées sur des exemples simples dans la section suivante
consacrée aux calculs sur les matrices.

Lien avec les opérations élémentaires. Le déterminant posséde encore quelques
propriétés qui seront utiles lorsque ’on cherchera a le calculer :

e il ne change pas si ’on ajoute & une colonne une combinaison linéaire des autres
colonnes

e il change de signe si I’on échange les positions de deux colonnes

e si on multiplie une colonne par un scalaire A alors le déterminant est lui-méme
multiplié par ce scalaire A (car le déterminant est linéaire par rapport a chaque
colonne).

Toutes ces remarques formulées sur les lignes restent valables sur les colonnes vu

que det(AT) = det(A).
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Mineures d’une matrice. Les résultats de cette section seront trés utiles pour le
calcul pratique du déterminant, ils nous serviront également a expliciter 'inverse d’une
matrice.

Définition 5.13: Mineure et Cofacteur

Soit A = (asj)} ;-1 € #,(K) alors pour tout couple (7, j)
e on appelle mineur de A relatif a la i-éme ligne et a la j-éme
colonne, notée A;j, le déterminant de la matrice obtenue en supprimant
la i-éme ligne et la j-éme colonne de A,

e on appelle cofacteur de A, notée A;;, le scalaire défini par
Aij = (1) Ay;.

Proposition 5.17: Déterminant et mineurs

Soit A = (ay)ij=1 € An(K) alors pour tout 1 < j < n, det(Ad) =
Yima (1) Mai Ay = 3oL, aij A

5.5.3 Inverse d’une matrice

Il nous reste a définir ce que I'on appelle la comatrice afin de pouvoir fournir une
expression de l'inverse d’une matrice A € ., (K).

Définition 5.14: Comatrice

Soit A = (aij)j—1 € #n(K), on appelle comatrice de A, notée Com(A), la

matrices des cofacteurs de A, c’est-a-dire Com(4) = (ai;)};—;-

Un cofacteur A;; est défini comme le déterminant de la matrice A & laquelle on
aura supprimé la i-éme ligne et la j-éme colonne.

Proposition 5.18: Inverse d’une matrice

Soit A € .#,(K) et supposons que A est inversible, alors Com(A)TA =
ATCom(A) = det(A)I,.

On peut également réécrire le résultat de cette proposition comme suit : si A est
inversible alors
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5.6 Calculs explicites

C’est le moment de mettre un peu de concret sur ce qui é été développé tout au
long de cette section. Nous allons voir comment déterminer le rang, calculer le détermi-
nant et I'inverse d’'une matrice en appliquant les définitions, mais aussi en en utilisant
quelques petites "astuces" pratiques.

Avant de faire cela, on rappelle rapidement comment effectuer un produit matriciel.

On commence par le produit entre une matrice A = (a;;)""_, € M, ,(R) et un

ij=1
vecteur de x = (21,72, -+ , )T € RP.

p
air a1z v a1p\ [ Y hq Q1K

p

21
AX = = .

INP

1 T4 : Zk:l AnkTk

On peut également représenter d’une facon plus graphique ce produit entre la ma-
trice A et le vecteur x

Cj

1

T,

e

QL) a_lp :

L; azlazkazp .. yz
E

Rappelons également comment effectuer le produit entre deux matrices de dimen-
sions quelconques. On considére A = (aij):-ff:l € Mpp(R) et B = (b, )‘;”Zzl € My q(R).
Si on note C' le produit matriciel AB, alors 'élément d’indicite (¢, j) de cette matrice C
est égal a
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p
Cij = (AB)Z] = Zaikbkj.
k=1

On représente ce produit entre les deux matrices A et B pour le calcul du coefficient

Cij

biv - bij e big

QQl v vvofone aip
L; | a;1 Ak - - - .a;:p ........ Cij
Qpl- e ahp

2 -1 0 4 2 ; _11
A=|(-1 0 3 -2|, B= et x=

5 0 0 —4 0 =2 0

1 -1 2

Alors le produit de la matrice A avec le vecteur x (qui revient donc a calculer
limage du vecteur x par application linéaire associée a la matrice A) est

2 -10 4\ [ 2x1—1x(=1)+0x0+4x2 10
Ax=(-1 0 3 —2|| "= = -5
5.0 0 —4) |, -3

2 -1 0 4 2 ; 2x0-1x4+0x0+4x1 .. 0 -5
C=AB=|-1 0 3 =2|| " |= l=1-2 -5
50 0 —4)\, ] —4 9
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Lorsque ’on cherche & effectuer un produit matriciel, on prendra garde & faire en
sorte que le produit soit licite! Un produit AB est licite si la matrice A posséde autant
de colonne que la matrice B possede de ligne.

Enfin, noter que le produit de deux matrices A et B donne une matrice C' dont le
nombre ligne est égal au nombre de ligne de la matrice A et dont le nombre de colonne
est égal au nombre de colonne de la matrice B. Dit autrement, le produit d’une matrice
de A, »(R) avec une matrice de .#p, ¢(R) donne une matrice de .#n, g(R).

5.6.1 Matrice échelonnée (réduite)

Définition 5.15: Matrice échelonnée

Une matrice est dite échelonnée en lignes si son nombre de zéros précédant
la premiére valeur non d’une ligne augmente ligne par ligne jusqu'a 1’éventuelle
obtention de lignes ne comportant que des zéros.

Définition 5.16: Matrice échelonnée réduite

Une matrice échelonnée est dite réduite si elle est échelonnée et si les premiéres
valeurs non nulles de chaque ligne sont égales a 1. Ces valeurs 1a sont appelées des
pivots.

Remarque : on peut également définir une matrice échelonnée (réduite) en raisonnant
sur les colonnes.

Les matrices échelonnées, et surtout les matrices échelonnées réduites, vont jouer
un role important dans la méthode du Pivot de Gauss aussi appelée élimination de Gauss-
Jordan que 'on verra dans la prochaine section.

C’est également avec les opérations effectuées pour obtenir de telles matrices que I'on
va pouvoir directement déterminer le rang ou 'inverse d’une matrice donnée (si elle est
inversible!).

Exemple 5.8. Les matrices A, B et C' suivantes sont respectivement échelonnée, éche-
lonnée réduite et non échelonnée.

04 3 2 1 4 -3 5 9 4 -3 5
00 -2 1 01 -2 7 4 1 -2 7
A=1o0 0 s|” B=loo 1 1| %= |6 2 41 1
00 0 0 00 1 8§ -5 -2 1
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5.6.2 Calcul du rang

Pour déterminer le rang d’une matrice, il n’y a rien de plus simple. Il suffit d’ef-
fectuer des opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice (ou sur les colonnes) afin
d’obtenir une matrice échelonnée ou échelonnée réduite. Le rang de la matrice est alors
directement égal au nombre de lignes non nulles de la matrice.

Exemple 5.9. Reprenons les matrices de l’exemple précédent

04 3 2 1 4 -3 5 2 4 -3 5
00 —2 1 01 -2 7 4 1 -2 7
A=100 0 s|" B=loo 1 1| ¢ 9=l 2 4 1
00 0 0 00 0 1 8 -5 —2 1

On voit directement que les matrices A et B sont de rang 3 et 4. Le rang est cepen-
dant moins évident en ce qui concerne la matrice C, on va donc effectuer des opérations
élémentaires sur les lignes pour déterminer son rang.

2 4 -3 5
4 1 -2 7
¢= 6 2 4 1
8§ =5 =21

2 4 -3 5

0 =7 4 =3 |LeLo—2L,
0 —10 13 —18 |L3«L3—3L,
—21 10 =19/ Ly+L4i—41,4

(-]

2 4 -3 5

0 -7 4 =3

0 O 51 —96|rL3¢7L3-10Lo
0 0 =2 =10/ Ly+L4—3L>

On peut remarquer que les deux derniéres lignes sont indépendantes, la matrice C
est donc de rang 4.
Cet exemple montre bien lintérét d’utiliser des matrices échelonnées réduites qui per-
mettent de simplifier grandement les calculs.

nsTITUT

84 - Algebre Linéaire - L2 Informatique *% munscarion



Remarque. On peut également calculer le rang d’une matrice non carrée car il s’agit
simplement de la dimension de I'espace image de I'application linéaire associée. On peut
essayer de calculer le rang de la matrice suivante par exemple :

1 4 7 =20
A=13 -1 2 -9 6
7T 2 4 5 2

On se rappelle que le rang d’une matrice est toujours inférieur ou égal au minimum
entre le nombre de colonnes et le nombre de lignes de la matrice. Dans cet exemple, le
rang ne peut donc pas excéder 3. De fagon générale, si A est une matrice avec n lignes
et p colonnes, alors :

rg(A) <inf(n,p).

5.6.3 Calcul du déterminant

Le calcul du déterminant est en général trés complexe sauf pour des matrices trés
particuliéres. En revanche, ce calcul est trés simple dans des espaces & faibles dimensions,
comme en dimension 2 et 3 ot des formules nous permettent de calculer trés facilement
le déterminant.

* En dimension 2 : le déterminant d’une matrice A = (a;;)7 j—; est donné par :

ail a2

det(A) = = a11a22 — 12021-

a21 Q22

e En dimension 3 : le déterminant d’une matrice A = (aij)?jzl est donné par :

ailr ai2 a3
det(A) = |aa1 a2 ai3| = a11a22a33 + a12a13a31 + a21a32013
azr as2 ass

— 411013032 — 012021033 — 113022031 -

Cette régle s’appelle la régle de Sarrus.

Sur ces deux exemples 1a, on peut retenir que le déterminant est égal a la somme
des produits des éléments se trouvant sur une méme diagonale étendue moins la somme
des produits des éléments anti-diagonaux. Ces deux relations vont nous servir a calculer
le déterminant de matrices dont la taille est plus importante, il est donc important de
bien les mémoriser.
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Quelques cas particuliers. Le déterminant reste extrémement simple & calculer pour
certaines matrices, peu importe leurs tailles. Ces cas particuliers seront des cas on essaiera
de se ramener a 'aide de transformation sur notre matrice afin de pouvoir en calculer
aisément le déterminant

e Matrice diagonale : soit A € .#,(K) une matrice diagonale, i.e. a;; = 0 pour
tout ¢ # j, alors det(A) = [}, ais.
On peut aussi le voir comme :

all 0 0

0 a9 0 0 n
d@t(A) = 0 = 11022 ...0py, = Ha”

. . . .. 0 =1

0 0 -+ 0 apn

De ce résultat, on voit tout de suite qu’une condition nécessaire et suffisante
pour qu’une matrice diagonale soit inversible est que ses éléments diagonaux
soient non nuls.

e Matrice triangulaire soit A € ., (K) une matrice triangulaire supérieure (le
résultat reste identique dans le cas des matrices triangulaires supérieures) , i.e.
ai; = 0 pour tout ¢ > j, alors det(A) =[]}, ai.

On peut aussi le voir comme :

a/ll a12 PEEErY PR a’ln
0 ax azg --- ax .
det(A) = . 0 . . : = a11a22 ...0py = H Qi
: : - - i=1
. : : © On—-1)1
0 o --- 0 Ann

A nouveau, une matrice triangulaire est inversible si et seulement si ses éléments
diagonaux sont non nuls.

Exemple 5.10. Dans le cas des matrices de dimension 2 et 3, on peut reprendre les
exemples utilisées pour illustrer géométriqguement ce qu’est le déterminant.

Considérons maintenant deux matrices A et B respectivement diagonales et trian-
gulaires supérieures de type 4, on peut alors vérifier que :

det(A) = =24 e B= = 240.

O O O N
O O W o
O = O O
-~ O O O
O O O N
o O o O
O Ut N W
= O = O
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Développement selon une colonne. Ce qui est développé dans ce paragraphe s’ap-
plique également aux lignes d’une matrice. Il s’agit de reprendre et mettre en application
la Proposition 5.17.

On se propose de traiter cela une matrice quelconque A € #5(K) et de voir si on
retrouve la régle de Sarrus. Pour cela on considére la matrice A définie par

a1 a2 a3
A= a2 a2 a3
asy as ass

Et on se propose pour cela de développer selon la premiére colonne (nous pourrions
aussi faire le choix de développer selon la premiére ligne). Nous avons donc :

ail a2 aig
det(A) = a21 ag2 A3
azi agz2 as3

arT a3 443 a1 a12 a13 arT a12 a13
1+1 241 3+1
= an(=)"1aer az ass|+an(=1)*asr ass gas| +as (=1 aar ax  ais),
ast a2 ass ast a3z ass asf a33 4ass
B az2 Q23 a2 ais aiz ais
= ai — ag1 + a31 )
as2 ass as2 az2 a3

= aj1(axass — azzasz) — ag1(aizass — aizasz) + azi(aizazs — arzazs),

= 011022033 + 12013031 + 021032013 — 11013032 — 012021033 — 13022031 -

Exemple 5.11. On se propose de calculer le déterminant de la matrice A définie par

31 -2 4
00 5 1
A= 02 0 O
36 0 1

a laide de transformation sur les colonnes et en développant sur les colonnes (ou les
lignes). Nous avons donc

31 -2 4
00 5 1
det(A) = 02 o ol
3 6 0 1
3 1 -2 4
. 0O 0 b5 1
002 0 0 ’
0 5 2 —3| Ly La—1y
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0 5 1
=32 0 O
5 2 =3

5 1

=3x(—2)x (b x(=3)—1x2)=102.

5.6.4 Inverse d’une matrice

Une fois que l'on a calculé le déterminant, il reste & déterminer 'expression de
la comatrice, i.e. la matrice des cofacteurs. Pour cela il faut déterminer toutes les mi-
neures de notre matrice de départ. Pour une matrice A € .#5(K) inversible nous avons
directement :

1 _
G A— (an a12> alors A1 — < ag2 a12>'
a1 Q22 det(A) \—a21 a11.
Pour les matrices carrées de taille 2, la transposée de la matrice des cofacteurs

consiste simplement & échanger de place les éléments diagonaux et & changer le signe des
éléments anti-diagonaux.

Exemple 5.12. Reprenons notre matrice A précédente et déterminons son inverse.
Comme nous avons déja calculé son déterminant (det(A) = 102), il nous reste sim-
plement & déterminer la matrice des cofacteurs A;;. Une fois cette matrice obtenue, il ne
faudra pas oublier de la transposer afin de déterminer l'inverse de la matrice A. On se
contentera de calculer les valeurs de la premiére ligne de la comatrice.

5 1

o Aj = (—1)%Ay = 0 1

= 10.

SN O

5 1
0 0:2><’
0 1

On aura développer selon la deuzieme ligne pour calculer le déterminant de
notre matrice carrée de taille 3.

05 1
e Ay =(-13A1,=—10 0 0| =0.
301

C’est immédiat car notre matrice comprend une ligne avec des zéros uniquement,
son déterminant est donc nul.

e Aiz=(—1)*A;3 =

w o o

0
202‘ ‘:—6.
6 1 30
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On aura développer selon la premiére ligne pour obtenir notre nouveau déter-
minant de taille 2.

0 2

3 6 = 30.

= -5 X

0 0
e Ay =(—1)°Ayy=—10 2
3 6

O O D

On aura développé selon la premiére ligne a nouveau.

En calculant tous les coefficients, on montre alors que la matrice des cofacteurs est
donnée par :

-10 0 -6 30
-4 0 18 12
—127 51 —-15 75
44 0 6 —30

com(A) =

Il existe aussi une méthode plus pratique pour calculer I'inverse d’une matrice qui
repose sur le fait que les opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes sont des
automorphismes, ils ne changent donc pas le caractere inversible d’une matrice donnée.
On peut se servir de cela pour trouver une suite d’opérations élémentaires qui va per-
mettre de transformer une matrice A inversible en la matrice identité. Si on applique, en
paralléle, les mémes transformations a la matrice identité, on sera mesure de déterminer
la matrice inverse de la matrice A.

Deux choix s’offrent & nous en terme d’écriture, mais ce choix va conditionner le travail
a effectuer et inversement :

e si on souhaite effectuer des opérations élémentaires sur les lignes de la ma-

trice de A, on travaillera sur la matrice étendue suivante

a1 - am |1 -+ 0
Al = : N Fl
anl o Apn |0 o0 1

afin d’aboutir, via une succession de manipulations sur les lignes a une matrice
étendue de la forme

1 - 0ldy - d,
(I1A)=] : Dl S
0 --- 1|d, - d,

ou A’ = A~! désigne l'inverse de la matrice A.
e si on souhaite effectuer des opérations élémentaires sur les colonnes de la
matrice de A, on travaillera sur la matrice étendue suivante
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ailr - Qln

A _ anl " Qpp
I ) 1 -0
0o ... 1

Regardons cela sur un exemple a nouveau.

Exemple 5.13. Soit A € .#3(R) une matrice que l’'on admettra inversible (vous pourrez
calculer son déterminant afin de vous en convaincre), définie par :

5 2 2
A=1(0 3 5
0 01

La matrice A est triangulaire supérieure dans cet exemple, on se propose de déter-
miner son inverse en effectuant des opérations élémentaires sur les lignes. On considére
la matrice étendue suivante :

O O Ot
o = O

2 211 0
3 5]0 0
0 110 1
On commence par se servir de la valeur 1 en bas a droite de notre matrice a

muerser.
On oubliera pas de répercuter les mémes transformations sur la matrice identité !

5 2 0 1 0 72 L1<—L172L3
0 3 0 0 1 _5 Lo<Lo—5L3.
0 010 0 1

On va ensuite faire apparaitre la valeur 1 dans la deuziéme ligne et deuxieme co-
lonne. On garde a 'esprit que l’on doit faire apparaitre la matrice identité & gauche et
on itére ce méme type d’opérations.

5 2 0|1 O -2

0 1 0[0 1/3 —=5/3|Loe1L2/3,

00 1/0 O 1
5 0 0|1 —2/3 4/3 \ Li¢Li1-2L»
01 0|0 1/3 -5/3 ,
0 0 1]0 0 1
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1 0 0|1/5 —2/15 4/15\ Li+Li/5
01 0[0 1/3 —5/3
001]0 0 1

On a donc

1/5 —2/15 4/15
At=1o0o 1/3 -5/3
0 0 1
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Vérifier ses connaissances

1. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

a) Une colonne d’une matrice de ., ,(R) est un vecteur de R?.
Une ligne d’une matrice de .4, ,(R) est un vecteur de R™.
Une matrice non nulle n’a pas de coefficient nul.

Toute matrice carrée admet un inverse

Les matrices diagonales sont les matrices carrées & la fois triangulaires infé-
rieures et triangulaires supérieures.

(f) Dans ., (R), la multiplication matricielle est commutative.
(g) Le produit d’une matrice par une matrice nulle est nul.

(h) Si A et B sont des matrices telles que le produit AB ait un sens alors
AB=0 <= A=0 ou B=0.
(i) Si A est une matrice inversible de ., (R) alors pour tout B
AB=0 <= B =0.

(j) Le rang d'une matrice de ., p(R) est inférieure a inf(p, n).

k) La transposée d’un produit de matrices est le produit des transposées de ces
matrices.

(1) L’inverse d’un produit de matrices inversibles est le produit des inverses de
ces matrices.

2. Préciser la base canonique de .#32(R)

3. Calculer le produit AB ou

5 -1 -3
i (30 ) w10
-2 3 2

4. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n € N*. Les propositions suivantes
sont-elles vraies ou fausses ?

(a) La matrice de Idg relativement & un couple de bases de E est I,,.
(b) La matrice de Idg relativement & une base de F est I,,.

(c) La matrice d’'un automorphisme de E relativement a un couple de bases de
E est inversible.
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(d) La matrice d’'un automorphisme de E relativement & une base de E est in-

versible.

5. Soit P € ., (R). Les propositions suivantes sont-elles équivalentes ? Est-ce que
I’'une implique 'autre 7
(a) A : P est inversible,
B : P est de rang n.

: P est inversible,
: Pour tout x = (x1,...,2,)7, Px=0 = x=0

A
B
(¢) A : P est inversible,
B : aucune colonne de P n’est nulle
A

: P est inversible,
B : L’endomorphisme de R™ canoniquement associé & P est un automor-

phisme.
6. Soient A et B deux matrices diagonales, que vaut le produit AB?

7. Si D est une matrice diagonale, que vaut DP pour p € N7

8. Justifier que deux matrices A et B de .4, ,(R) sont égales si et seulement si
pour tout x € RP, on a Ax = Bx.

9. Soit F un espace vectoriel de dimension finie n > 1. Les propositions suivantes
sont-elles vraies ou fausses ?

(a) Si B et B’ sont deux bases de E alors dgt (#A)=1.
(b) Si & est une base de E alors dgf (%) =1.

)
(c) Le déterminant de Idg est égal a 1.

(d) Siue Z(E) est tel que det(u) =1 alors u = Idg.

(e) Siue Z(E) est tel que det(u) =1 alors u € ¥.Z(E).
(f) Siue Z(F) alors VA € K, det(Au) = Adet(u).

10. On considére M € .#,,(K). Les propositions A et B sont-elles équivalentes, 'une
implique-t-elle 'autre ?
(a) A :det(M)=0,
B : une des colonnes de M est nulle.

(b) A :det(M) =0,
B : deux colonnes de M sont proportionnelles.

nsTITUT

93 - Algebre Linéaire - L2 Informatique *% munscarion



(c) A:det(M)=0,

B : une des colonnes de M est combinaison linéaire des autres colonnes.

11. Déterminer le rang des matrices suivantes :

1 0 0 121 1 1 1-s
A= 8 5 0|, B=[113] e Cc=|1+s -1 2 |,ouseR.
12 3 14 11 3 2 —s 3

12. Montrer que la matrice suivante est inversible et déterminer son inverse

=N O

1 2
2 3
01

13. Soient (a,b) € R2. Calculer le déterminant des matrices suivantes et préciser si
elles sont inversibles et & quelle(s) condition(s).

a 0 0 b

1 a Load b1 1 a
AZ(l b>’ Bzzlli et C:allb
“ 021 a
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Les matrices et opérations sur ‘R

Matrices et opérations

Nous complétons notre premiére partie pratique en introduisant cette fois-ci les
matrices, qui représentent des applications linéaires ou que ’on peut aussi voir comme
une famille de vecteurs.

On regardera aussi comment faire des opérations sur les matrices : somme et produits

de matrices, calcul du rang, calcul de déterminant ou encore le calcul de "inverse d’une
matrice.

Commengons par regarder comment définir une matrice. Nous avons vu que cela

pouvait étre la concaténation de plusieurs vecteurs. Prenons ’exemple de la matrice
suivante :

A=

~ B~
co Ot N
O O W

On peut faire cela de plusieurs facons :

=
Il

rbind(c(1,2,3),c(4,5,6),c(7,8,9))

A = cbind(c(1,4,7),c(2,5,8),c(3,6,9))

A = matrix(c(1:9), nrow = 3, ncol = 3, byrow = TRUE)
A
#it [,11 [,2] [,3]

## [1,] 1 2 3
## [2,] 4 5 6
## [3,] 7 8 9

L’objet ainsi défini est bien une matrice de taille 3 x 3. Regardons chaque définition :

e la fonction rbind permet de concaténer des vecteurs en ligne (r pour row)).
e la fonction cbind permet de concaténer des vecteurs en colonne (¢ pour co-
lumn).

Attention, pour faire cela, il faut que tous les vecteurs aient la méme dimension.
Il est également possible de définir directement la matrice avec la fonction matrix en
précisant : les éléments de la matrice, son nombre de ligne et de colonne et la facon dont
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elle est remplie.

Il est également possible d’accéder & un élément particulier d’une matrice, que cela
soit une ligne (resp. une colonne), un ensemble de lignes (resp. de colonnes) ou encore
une entrée spécifique de la matrice. Pour cela reprenons notre matrice précédente

AlL,]

## [1] 1 2 3

A[,2]

## [1] 2 5 8

Alc(1,3),]

#it [,11 [,21 [,3]
# [1,] 1 2 3
## [2,] 7 8 9

A[,c(2,3)]

#Hit [,1]1 [,2]
## [1,] 2 3
## [2,] 5 6
## [3,] 8 9

A[2,3]
## [1] 6

On peut maintenant regarder quelques opérations sur les matrices :

e la multiplication par un scalaire a = 3 soit A
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alpha = 3
alpha * A
#it [,11 [,2] [,3]
## [1,] 3 6 9
# [2,] 12 15 18
# [3,] 21 24 27

A nouveau, comme pour un vecteur, il s’agit de multiplier chaque élément de
la matrice a;; par la valeur de «.

e le produit matriciel : on considére la matrice A définie précédemment et la
matrice B définie par

o w o
N OO

cela s’écrit :

B = rbind(c(1,0,0),c(0,3,0),c(0,0,2))
A%*%B

#it (,11 [,2] [,3]

## [1,] 1 6 6

## [2,] 4 15 12

## [3,] 7 24 18

On retrouve le produit matriciel tel que défini plus t6t dans cette section.
e le produit d’Hadamard

AxB

#it [,11 [,2] [,3]
## [1,] 1 0 0
## [2,] 0 15 0
## [3,] 0 0 18

On prendra garde a faire la distinction entre les deux opérateurs utilisés. En pra-
tique, nous utiliserons uniquement le produit matriciel "standard" avec I'opérateur % %.

On pourra enfin calculer la transposée d’une matrice avec la fonction t.

t(A)
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#i# (.11 [,2] [,3]

## [1,] 1 4 7
# [2,] 2 5 8
## [3,] 3 6 9

Rang, trace, déterminant et inverse

Il existe des fonctions simples qui permettent d’effectuer différentes opérations
simple sur les matrices. Malheureusement, certaines d’entre elles nécessitent 1’installation
d’un package spécifique sur “R. C’est par exemple le cas pour le calcul du rang d’une
matrice qui nécessite le package Matriz.

install.packages("Matrix")

library(Matrix)

Notez qu’une fois que le package est installé sur votre ordinateur, il n’est plus
nécessaire de le réinstaller! Il suffira simplement de charger la librairie.

Pour le calcul du rang, reprenons I’Exemple 5.9, il suffira alors d’appliquer la fonc-
tion rankMatriz & la matrice.

C = rbind(c(2,4,-3,5),
c(4,1,-2,7),
c(6,2,4,1),
c(8,-5,-2,1))

rankMatrix (C)

Regardons maintenant comment déterminer la trace et le déterminant d’une ma-
trice. On va reprendre la matrice A définie dans I’Exemple 5.11.

A = rbind(c(3,1,-2,4),
c(0,0,5,1),
c(0,2,0,0),
c(3,6,0,1))

sum(diag(A))

## [1] 4
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det (A)

## [1] 102

La fonction diag permet d’extraire les éléments diagonaux d’une matrice carrée et
la fonction sum permet de faire la somme des éléments d’un objet.
Par exemple :

diag(A)

# [1] 300 1

sum(diag(A))

## [1] 4

sum(A)

## [1] 24

la fonction diag renvoie donc un élément qui est un vecteur. La fonction sum va
faire la somme de ces éléments. Sur un vecteur, elle va donc faire la somme des éléments
du vecteur. Sur une matrice, elle fera la somme de toutes les entrées de la matrice.

Enfin, reprenons maintenant I’Exemple 5.13 pour regarder comment calculer I’in-
verse d’une matrice.

A = rbind(c(5,2,2),c(0,3,5),c(0,0,1))

solve(A)

#it [,1] [,2] [,3]
## [1,] 0.2 -0.1333333 0.2666667
## [2,] 0.0 0.3333333 -1.6666667
## [3,] 0.0 0.0000000 1.0000000

On retrouve bien le résultat que nous avions trouvé a la main dans cet exemple.
Bien évidemment ‘R calculera 'inverse d’une matrice carrée inversible uniquement.
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6 Systémes linéaires

6.1 Définition et interprétation

Définition 6.1: Systéme linéaire

On appelle systéme d’équations linéaires de n équations & p inconnues tout systéme
S de la forme
a11T1 + ...+ a1pTy, = b1
2171 + ...t agpr, = b
S : .
An1T1 + ...+ AppZTp = by
ou
e les scalaires x4, ..., ), sont les inconnues du systeme d’équations,
o les coefficients (a;;);7-, sont les coefficients du systeme,
e le vecteur b = (by,...,b,) € K" est le second membre du systéme.

L’objectif de cette section est de voir comment nous pourrions résoudre ce type de
systéme mais aussi comment vont s’interpréter les solutions.

Pour cela, commengons par réécrire le systéme sous une forme en lien avec la notion
développée dans la précédente section, i.e. sous forme matricielle. En effet, si 'on note
A € M, p(K) la matrice associée aux coefficients a;;, x le vecteur des inconnues z; et b
le vecteur des scalaires qui constituent le second membre de notre systéme, nous pouvons
réécrire S sous la forme

Ax = b.

Tout comme on a introduit la notion de rang pour une matrice, on peut aussi parler
de rang pour un systéme d’équations linéaires. Ainsi, le rang de la matrice A est égal au
rang du systéme S.

Dans le cas ot le second membre est nul (b = 0), le systéme S est dit homogeéne et s’écrit

Ax = 0.

Si le second membre n’est pas nul (b # 0), le systéme Sy défini par Ax = 0 est
appelé systéme homogeéne associé a S. On va voir qu’étudier un tel systéme va permettre
de définir I’ensemble des solutions d’un systéme d’équations linéaires.

Interprétation. On se rappelle qu’a toute matrice A est associée une application li-
néaire, disons u. Ainsi le systéme S peut aussi s’écrire sous la forme u(x) = b et le
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systéme d’équation homogéne associé Sy s’écrira u(x) = 0.

Cela permet de faire un premier lien avec 1’algébre linéaire et les solutions d’un
systéme homogéne :

Les solutions d’un systéme homogéne Sy sont exactement les éléments de
Ker(u).

De plus, la nouvelle écriture du systéme S nous indique que ce dernier admet une
solution si et seulement si b € Im(u). Si tel est le cas, notons xo une solution particuliére
du systéme S, nous avons donc

u(x) = u(xg) <= u(x—x0) =0 <= x—x0 € Ker(u) <= JK € Ker(u) | x = xo+K.

On peut donc faire la remarque suivante :

L’ensemble des solutions du systéme S est donc {xg + K | K € Ker(u)}.
On peut dire que les solutions de S sont obtenues en trouvant une solution
particuliére a laquelle on ajoute une solution du systéme homogéne associée.

Remarque : cette observation est également valable dans d’autres contextes en ma-
thématiques :

e lorsque I'on cherche & déterminer les solutions d’'une équation séquentielle de la
forme

avp41 + buy, + cvp— = d(n),

e ou encore lorsque 'on cherche & déterminer les solutions d’une équation diffé-
rentielle (ce qui arrive trés souvent en physique) :

ay”(t) + by’ (t) + cy(t) = f(1).

6.2 Résolution d’un systéme linéaire

n va maintenant regarder comment déterminer les solutions d’un systéme linéaire
0] t t d t dét 1 lut d’ t 1

pour des systémes dits de Cramer et pour des systémes d’équations linéaires quelconques.
Pour de tels systémes, trois cas se présent & nous en ce qui concerne I’espace des solutions :

e Le systéme peut ne pas avoir de solutions (sauf si c’est un systéme homogéne,
auquel cas le vecteur nul est toujours solution!)
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e le systéme admet une unique solution
e le systéme admet une infinité de solutions

Sans informations supplémentaire sur la nature du systéme, il est difficile de savoir
si le systéme admet ou non des solutions.

On peut cependant étre plus précis pour les systémes homogénes d’équations
linaires indépendantes. Dans ce cas :

e le systéme admet une seule et unique solution s’il y a autant d’inconnues que
d’équations

e le systéme admet une infinité de solutions lorsque le nombre d’équations est
strictement inférieur au nombre d’inconnues.

Cette derniére remarque est trés intéressante car elle permet de déterminer si un
systéme d’équations linéaires homogénes admet des solutions ou non uniquement en re-
gardant le rang de la matrice A associée au systéme d’équations linéaires homogeénes.

Il est également possible de caractériser la dimension de I'espace des solutions pour
un systéme linéaire non homogéne, c’est le résultat du Théoréme de Rouché-Fontené

Théoréme 6.1: Théoréme de Rouché-Fontené

Soit S un systéme d’équations linéaires a n variables, de la forme Ax = b. Ce
systéme posséde une solution, si et seulement si le rang de la matrice A est égal a
celui de la matrice augmenté ( A ‘ b ) Si des solutions existent, elles forment un
sous-espace affine de R™ de dimension n —rg(A).
De plus :

e sin =rg(A), alors S admet une unique solution

e sinon, il existe une infinité de solutions.

Résolution d’un systéme de Cramer

Définition 6.2: Systéme de Cramer

On appelle systéme de Cramer tout systéme de n équations & n inconnues de
rang n, n € N*.

Un systéme de Cramer est dons un systéme S de la forme Ax = b ou A € ., (K)
est inversible. Comme la matrice A est inversible, on peut définir son inverse A~! qui
vérifie

x = A"'b.
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Cette relation montre que tout systéme de Cramer admet une seule et unique
solution définie par la relation précédente. De plus, la matrice A étant inversible, le
systéme homogéne associé n’admet pour solution que la solution triviale x = 0. En effet
A inversible implique que le noyau de I'application linéaire associé est réduit a 0.

Nous avons vu comment déterminer A~! dans la section traitant des matrices, ce
qui nous suffirait pour résoudre un tel systéme. Mais il existe un résultat qui permet
aussi de donner immédiatement les solutions d’un tel systéme. Plus précisément :

Proposition 6.1: Solutions(s) d’un Systéme de Cramer

Considérons le systéme de Cramer S suivant :

a1x1+ ... +apr, = b1

Ap1Z1 + ...+ apnTn = by

dont I'écriture matricielle est Ax = b ou A € 4.%,(K). Alors 'unique solution de
S est le n-uplet (z1,...,x,) défini par :
 det(Ag)

Ty — m, Vk € Hl,n]],

ou Ay est la matrice A dans laquelle on a remplacé la k-éme colonne par le vecteur

b.

Exemple 6.1. On considére le systéme d’équations linéaires suivant que I’on se propose
de résoudre.

g 201 + 30 = 2
) 1‘1—51‘22 1

On commence par montrer que ce systeme Ax = b est un systéme de Cramer donc

que la matrice A définie par
2 3
= %)

est inversible. Cela se vérifie facilement en calculant le déterminant qui est ici égal
a —13. On peut donc utiliser le résultat de la proposition précédente pour déterminer la
solution de ce systéme.

2 3
Lo det(Ay) ’1 —5' _ -1
YT det(A) 2 3| -13
=
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‘2 2
_det(Ag) N 1 1 N 0 o
27 Get(A) ’2 3 ' EEST I

1 -5

Résolution d’un systéme de Cramer triangulaire Il s’agit 14 d’un cas particulier
de Systéme de Cramer ou la matrice A associée est triangulaire (triangulaire supérieure
par exemple). Notre systéme s’écrit alors

a1xy + ...+ ainy = B
a9 + ...+ AopTn = b2
S
Ap—1,1Tp—1 + An—1nTn = bn—1
ApnTn = bn

C’est un systéme particulier qui peut se résoudre "de bas en haut". En effet, il
s’agit d’un systéme de Cramer, la matrice A est donc inversible. Or elle est triangulaire
supérieure, cela implique que tous éléments diagonaux de la matrice sont non nuls. La
résolution donne :

bn
® r, = —
Gnn 1
® Tp—1= (bnfl - anfl,nxn)
an—1,n—1
°
1
® I = 7(171 —aigly — ... — alnxn).
ail

Ce type de systéme est donc trés simple & résoudre car il suffit d’utiliser les lignes
du "bas vers le haut" pour déterminer les différentes valeurs de ;.

Exemple 6.2. Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

201 +3x0 —x3 = 7
S —2x9 + 3x3 = -1
7:133 = -7

On va donc déterminer x3 & l'aide de la troisiéme équation puis xo et enfin x1, ce
qut nous donne :

xr3 = *1,
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1 1
T9 = —5(—1 —3z3) = —5(—1 +3)=-1,
1 1 9
T =g (7 —3x2 + x3) 5 (7+3-1) 5

Comme on peut le voir, résoudre un systéme triangulaire de Cramer est beaucoup
plus simple que de résoudre un systéme de Cramer "classique". En effet, nous n’avons
plus besoin de calculer plusieurs déterminants, ce qui, & haute dimension, peut se révéler
trés fastidieux. On va donc voir dans la prochaine section comment se ramener & un tel
systéme de triangulaire, pas forcément de Cramer, nous allons donc traiter le cas général

Meéthode du Pivot de Gauss
dantes suivant :

Considérons un systéme d’équations linéaires indépen-

a11T1 + ...+ a1pTy = b1
a21r1 + ... tagpry, = b

. 9
Ap1T1 + ...+ AppTp = by

ou (by,...,by) # 0. D’apres la remarque en début de section nous avons vu que :

e si p < n, alors le systéme n’admet pas de solutions
e si p =n, alors le systéme admet une seule et unique solution
e si p > n, alors le systéme admet une infinité de solutions

On va se placer dans le cas ol p = n et on va donc essayer de se ramener & un
systéme triangulaire supérieur a I’aide de la méthode du pivot de Gauss. On va donc
effectuer des opérations élémentaires sur les lignes de la matrice A associée au systéme :

/ / !
CL11 a12 “ e a]_n all a12 e aln
/ /
asr a2 ... Q2p 0 Qoo ... QAg9,
A= —
Gnl Gp2 ... Gpn 0 0 da

nn

Pour obtenir un tel systéme triangulaire, on va servir de aj; comme pivot afin
d’annuler tous les éléments se trouvant dans la méme colonne que aii, i.e. tous les
éléments de la forme agq. Concrétement on va effectuer les opérations :

ail ai19 Ce A1n
as1 az1 as1
0  ag— a12 Ggn = ——01n Lo < Lo — . Ly
1 11 11
A— .
a1 a1 an1
0 an2 — ai2 Anpn — ain | Ly < Ly — Ly
111 ail ail
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Notre objectif est faire apparaitre des 0 sur tous les éléments de la colonne se trou-
vant sous le pivot afin de se ramener & une matrice échelonnée. On va ensuite appliquer
ce principe colonne par colonne mais en n’oubliant de descendre d’une ligne & chaque
fois. En effet, si nous ne faisons pas cela, nous risquons de refaire apparaitre des valeurs
non nulles!

. . N . a1
Ensuite, on va donc se servir de la premiére valeur non nulle, i.e. asy — ——aqo,
a

11
comme nouveau pivot pour annuler toutes les autres valeurs se trouvant dans la méme
colonne mais pour des indices de lignes supérieurs & la ligne du pivot. Et on continue
ainsi de suite jusqu’a 'obtention d’un systéme triangulaire, ce qui nous donne :

ail ai19 e QA1p
azy a21
0 agy — —a12 ... agn — —Q1n
A ail a1l
} . . . 9y
a21
0 0 ann—a—aln—w
11
a1
an2 — —Aai2
N a1 a21
ouyY=—"qo, \@2n— —0ain | -
21 ail
az2 — —ai2
ail

Dans le cas ot le systéme n’est pas homogeéne, les opérations effectuées sur les
lignes doivent aussi s’effectuer sur les lignes du vecteur b!

Remarque : on remarque que dans la présentation effectuée de la méthode du pivot
de Gauss, on essaie de faire intervenir des matrices échelonnées. Il est parfois d’usage de
faire apparaitre des matrices échelonnées réduites, i.e. la premiére valeur non nulle d’une
ligne donnée est un 1. Cela permet de simplifier les calculs dans certaines situations. Cela
donnerait :

a2 A1n

1 — ... L1 %L1/a11
aii a1
a a N ¢
A 21 22 2n
an1 ap2 ... Qpn
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1 a2 . QA1n

a21 a1
0 a9 — —a12 ... a2p — —Qaln LQ%LQ*CLQ]Ll
ail ail
H .
a21 a1
0 apa— —ais ... Qup— —ain | Ly < Ly — ap1ln
aii aii

Et ainsi de suite ... regardons cela sur quelques exemples.

Exemple 6.3. On se propose de résoudre le systeme S défini par :

2.%1 — 4.%2 — 2.%3 = 8
S:<¢ by —2x9+3x3 = -1
—x1+3x9+Txg = —2

On peut réécrire notre systéme sous la forme :

2 -4 -2 8
Alb)=|5 -2 3 |-1
-1 3 7| =2

On peut vérifier qu’il s’agit d’un systéme d’équations indépendantes de trois équa-
tions a trois inconnus, c’est donc bien un systéme de Cramer. On va appliquer la méthode
du pivot de Gauss afin de transformer la matrice A en une matrice triangulaire supérieure

2 -4 2| 8
—21 LQ — L2 — 25L1
0 1 6 2 L3 — L3 + 05L1

)
Qo
02¢)

A—

2 4 2| 8
|0 8 8|2 1
0 0 5| % )Ly« Ls— L
S 3 3 82

Notre systéeme S est donc équivalent au systéme

2$1 — 4332 - 2$3 = 8
) 8x9 + 8x3 = =21
S . ot
’ -8

que l’on peut alors résoudre " de bas en haut”.

Ce qui nous donne le triplet solution suivant
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r, = —70

. T
Tro9 = —70

5

r3 = —

Dans cet exemple l’espace des solutions est un point dans un espace de dimension

On procédera exactement de la méme fagon dans le cas oul p > n, seule la nature
des solutions va changer. En effet, nous aboutirons & un systéme "pseudo-triangulaire"
dont la matrice A associée sera de la forme

/ / /
CLH CL12 “ e aln oo alp
0 da a’ a
22 P 21 P 2p
A =
0 ... 0 ap, ... anp

Un tel systéme n’admet cependant pas une unique solution, mais des solutions
paramétrées. On pourra par exemple poser (Tpy1,...,2p) = (tnt1,...,tp) € RPT" qui
deviennent des paramétres quelconques du systéme.

On pourra ensuite résoudre notre systéme comme un systéme triangulaire classique.

Remarque : dans ce cas, I'espace des solutions ne se limite pas & un point, mais cela
sera un sous-espace dit affine de dimension p — n. La dimension est égale au nombre
de paramétres, i.e. & la différence entre le nombres d’inconnus du systéme et le nombre
d’équations indépendantes, soit p — n.

Exemple 6.4. On se propose de résoudre le systéeme S défini par :

) 1w —223 = -1
13z — 229+ 323 = 2

On peut facilement voir que les deux équations sont linéairement indépendantes.
On va se servir de la valeur 1 comme pivot et on obtient le systéme équivalent

Jry—we—223 = -1
’ x2+9x3 = 5) :Lg(—LQ—SLl

La deuziéeme équation comporte deuzr inconnues, on va fiver x3 =t € R qui sera
donc un parameétre. On aura donc :
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g - 1 = —1+4+2t+ a9 T, = 4-Tt
lae = 5—09t ’ To = H—9t

L’espace des solutions est ici un espace de dimension 1 dont une représentation est
donnée ci-dessous :

E=R3

L2

\ 4

I

T3

Attention, contrairement a ce que le graphique laisse croire, la droite des solutions
ne passent pas par l'origine du repere.
En effet, on rappelle que dans ce cas, les solutions sont données par la somme d’une
solution particuliére a laquelle on ajoute les vecteurs de la forme A\v ot v est un élément
du noyau de A associé au systéeme S.
Une solution particuliére est donnée par xo = (4,5,0) et un élément du noyau de A est
donné par v = (—7,-9,1).
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Vérifier ses connaissances

1. On considére le systéme suivant
20 -3y = 4
3x+Ty = -1

(a) Le systéme est-il un systéme de Cramer ?

(b) Résoudre le systéme S a l’aide des formules de Cramer puis en utilisant la
méthode du Pivot

2. On considére le systéme suivant

2¢ —3y+6z—3u = 2
z+u = =5

qu = -8

Ty — 3z + 2u = -1

(a) Le systéme est-il un systéme de Cramer ?

(b) Résoudre le systéme S par la méthode de votre choix.

3. On considére le systéme suivant

r—2y+2z = 3
3z — 2z = =7
—-rz+y+z = 6

(a) Le systéme est-il un systéme de Cramer ?

(b) Résoudre le systéme S par la méthode de votre choix.

4. On considére le systéme suivant

T—2y+22+2u = 1
3x — 2z — du = —4
—r+y+z+3u = 2

(a) Le systéme est-il un systéme de Cramer ?

(b) Résoudre le systéme S a l'aide de la méthode du Pivot de Gauss.

(¢) Que peut-on dire quant & la dimension de l’espace des solutions ?
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Résolution d’un systéme linéaire sous ‘R

Les outils nécessaires sous ‘R ont été introduit & la section précédente, il suffit
simplement de les mettre en application.

Remarque : ‘R ne nous permettra de résoudre des systémes linéaires de n équations
a m inconnues !

Regardons cela avec I’'Exemple 6.3 qui se présente sous la forme Ax = b ou A est
une matrice carrée inversible.
Alors la solution est donnée par x = A~ b, ce qui s’écrit :

A = rbind(c(2,-4,-2),c(5,-2,3),c(-1,3,7))
b =c(8,-1,-2)
solve(A,Db)

## [1] -2.175 -3.550 0.925

solve (A)%*%b

it [,1]
## [1,] -2.175
## [2,] -3.550
## [3,] 0.925

En réalité, il existe des fonctions permettant de résoudre des systémes linéaires de
n équations avec p inconnues mais cela nécessite I'utilisation du package matlib?>.

3. Une description avec des exemple est disponible & ’adresse suivante pour le lecteur curieux :
https://cran.r-project.org/web /packages/matlib /vignettes/linear-equations.html
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7 Réduction des endomorphismes

Dans cette section, nous allons concentrer sur ’étude des endomorphismes u d’es-
paces vectoriels F de dimension finie n € N*. Nous avons vu que si F est muni d’une base
B = (e1,...,e,), typiquement la base canonique de R", alors u peut-étre représentée
matriciellement en déterminant les images des vecteurs de bases par 'application u. La
matrice obtenue, notée A, est alors de la forme :

u(er) u(e2) ... u(ey)
all a2 e QA1n (3]
A asy ago N aon €9
anl an2 -.. Qnn J €n

Nous avons également vu comment représenter ce méme endomorphisme dans des
bases différentes & et %’ dont les représentations sont notées A et A’ respectivement et
on note P la matrice de passage de B vers #'. Alors

A =P AP

Dans cette section, nous allons chercher une base %’ dans laquelle la matrice A’ se
présente sous la forme d’une matrice diagonale, comme suit :

ah, 0 ... 0
s 0 dby :

: . . 0

0 ... 0 a,

Un endomorphisme pour lequel il existe une base dans laquelle sa représentation
est une matrice diagonale est dit diagonalisable. Il est plus simple d’étudier les ma-
trices diagonales et ces derniéres viendront "naturellement" en analyses de données. Par
exemple, on cherchera souvent & diagonaliser des matrices dans le cadre de I’Analyse en
Composantes Principales afin de déterminer quelles sont les directions de I’espace dans
lesquelles les données présentent une variance élevée.

En revanche, nous verrons que toutes les matrices ne sont pas nécessairement dia-
gonalisables. On va donc chercher & caractériser les endomorphismes qui sont diagona-
lisables mais aussi voir comment diagonaliser de telles applications. Enfin, nous verrons
comment obtenir les matrices de passage permettant d’avoir une représentation sous
forme de matrice diagonale de notre endomorphisme.
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Dans la suite on considérera uniquement le cas K = R. Le cas K = C fera ’'objet
d’une remarque en fin de section.

7.1 Vecteurs propres et valeurs propres

Définition 7.1: Vecteur et valeur propres

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie n et soit 4 un endomorphisme
de E. On dit qu’'un vecteur x € E est un vecteur propre de u s’il existe A € K
tel que

u(x) = Ax.

Dans ce cas, le scalaire X\ est appelé valeur propre de ’endomorphisme .

J

Si x est un vecteur propre, il existe une et une seule valeur propre A associée telle
que u(x) = Ax. Si A est une valeur propre, ’ensemble des vecteurs propres associés est
l’ensemble des vecteurs non nuls de 'espace Ker(u — AId). En effet :

A valeur propre <= 3x # 0t.q. u(x) = Ax <= Ix #0t.q. (u—AId)(x) =0 <= x € Ker(u—AId).

Si les vecteurs propres sont non nuls par définition, rien n’empéche la valeur propre
d’étre nulle , dans ce cas les vecteurs propres associés a la valeur propre A\ = 0 sont
exactement les vecteurs non nuls de Ker(u). On peut aussi dire que 0 est une valeur
propre de u si et seulement si w n’est pas injectif.

Remarquons également que si x est un vecteur propre de u associé a la valeur propre A,
alors ax, ol & € K est aussi un vecteur propre u.

7.2 Diagonalisation

Définition 7.2: Endomorphisme diagonalisable

Un endomorphisme u d’un espace vectoriel E sur K de dimension finie n est
diagonalisable si et seulement s’il existe une base de E formée des vecteurs
propres de u.

Cette définition est plutét intuitive. En effet, nous avons que si x; est un vecteur
propre associé a la valeur propre A; alors u(x;) = Ax;. Si on note A la représentation
matricielle de u dans la base de vecteurs propres, nous avons alors :
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)\1 0 0 X1
A= 0 )\2 X9
0
0 0 An | Xn
Réciproquement s’il existe une base (x1,...,X,) dans laquelle 'endomorphisme «

est représenté par une matrice diagonale alors cette base est formée des vecteurs propres
de u.

Toute la question est maintenant de savoir comment, étant donné un endomor-
phisme u, déterminer ses valeurs propres et ses vecteurs propres. En répondant a cette
question, nous mettrons & nouveau une condition nécessaire et suffisante pour qu'un en-
domorphisme soit diagonalisable.

7.2.1 Recherche des valeurs propres

Rappelons que A est une valeur propre d’'un endomorphisme wu si I'application
u — Ald n’est pas injective. On se rappelle que si une application n’est pas injective, elle
n’est donc pas bijective et ... son déterminant est donc nul! C’est ce que nous allons
utiliser pour déterminer les valeurs propres de notre application. Ainsi A\ est une valeur
propre de wu si et seulement si

ai; — A a2 e aln
- A
det (u—AId) = | 2 = 0.
an—1n
an1 . pp—1 Gpp — A

Si on développe ce déterminant, on obtient un polynéme de degré n dont les racines
sont les valeurs propres de u.

Proposition 7.1: Valeurs propres d’un endomorphisme

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et 4 un endomorphisme de FE.
Alors les valeurs propres de u sont exactement les racines du polynéme P, définit
par :

P,(\) = det(u — \Id).

Ce polynéme est appelé polynéme caractéristique de u. Il est de degré n en .
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Remarque : on peut également définir le polyndéme caractéristique d’un endomor-
phisme en utilisant sa représentation matricielle A. Ainsi

Pu(N) = det(u — Md) = det(A — AL,) = Pa()).

Certains auteurs définissent le polynéme caractéristique par :

P,(\) = det(Md — u) = det(A, — A) = Pa(N).

Ce qui revient simplement, pour passer de I'une & l'autre des expressions, a multi-
plier par (—1)". La seconde définition est parfois plus simple & manipuler car le coefficient
du terme de degré n devant le polynoéme est égal & 1 au lieu de —1 (si n est impair). Le
polyndéme est alors dit unitaire.

Exemple 7.1. Considérons l’endomorphisme u dont la représentation dans la base ca-

nonique est donnée par :
1 -1
A= :
5 3)
Le polynéome caractéristique P4(\) est donné par :

1-Xx -1

PA(/\):det(A—)\Id):‘ 2

= (- NE- N3 (-2 a)

Ainsi les valeurs propres de A sont A\ = 2 et Ay = 4.
Exemple 7.2. Considérons l’endomorphisme u dont la représentation dans la base ca-

nonique est donnée par :
2 -1
A= (0 , ) |

La matrice est triangulaire supérieure, on peut donc directement lire les valeurs
propres sur la diagonale de matrice. En effet, on se souvient que le déterminant d’une
matrice triangulaire est égale au produit des éléments diagonauzx. Ainsi les valeurs propres
de A sont A\ = 2 et Ao = 2. On dira aussi que l’endomorphisme n’admet qu’une seule
valeur propre mais de multiplicité 2.
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Définition 7.3: Spectre d’une matrice ou d’un endomorphisme

L’ensemble des valeurs propres d’'un endomorphisme u est appelé spectre de u,
noté Spec(u) ou encore Spec(A), si A est la représentation matricielle de w.

La propositions suivante est trés pratique lorsque ’on manipule des matrices de
taille raisonnable, surtout des matrices de .#>(K) afin de vérifier que 'on ne s’est pas
trompé dans le calcul des valeurs propres :

Proposition 7.2: Somme et produit des valeurs propres

Soit A € #,(K) et notons A,...,\, ses valeurs propres, c’est-a-dire les racines
du polynoéme caractéristique associé & A. Alors :

o tr(A)=>"" A et

o det(A) =T, N\

Démonstration. Notons (A1,...,A,) les valeurs propres de la matrice A et rappelons que
le polynéme caractéristique de la matrice A s’écrit :

n n n

Pa) =[] =2) =2 =210 M) + o+ D" [

i=1 i=1 =1
Il est important d’avoir cela en téte pour la suite, nous allons donner une expression
différente de ce polynome et faire de I'identification terme & terme.

On rappelle que I'on a également, par définition du polynéme caractéristique :

Pa(A) = det(AL, — A) = Z e(o) H(Ma(i),i) — Qo))

ceS, i=1

ou §; j = 1 si et seulement si i = j, dans le cas contraire d; ; = 0 (c’est ce que 'on
appelle le symbole de kronecker).

Lorsque o n’est pas 'identité, il existe au moins deux éléments distincts k et [ de
[1,n] tels que o(l) = k et o(k) = [, donc les termes 6, (1) i €t J,(;); sont nuls. Ainsi les
termes de degrés n et n — 1 sont deux ceux liés & 0 = Id (i.e. on ne permute pas les
indices) et ils sont donnés par les termes de degrés n et n — 1 du produit :

Les termes de degrés n et n — 1 sont donc A" et —(ayg + ...+ a,m))\”_l. Par iden-
tification entre les deux polynoémes, plus précisément en comparant les termes de degré
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n —1, on a bien tr(A4) = >0 | A

Enfin, on posant A = 0 dans les deux expressions de Py, on trouve bien que :

n n

PA(0) = > (o) [ (o) = (1) det(A) = (-1)" T M

€6y, i=1 =1

O]

Exemple 7.3. Considérons l’endomorphisme u dont la représentation dans la base ca-

3 2
A= .
(3
On pourrait alors utiliser le résultat précédent pour calculer les deux valeurs propres

A1 et Xo ! En effet, d’aprés la proposition précédente, le polyndome caractéristique de A
s’écrit :

nonique est donnée par :

Pi(A)=(A=X)(A=X) = A\ — AL+ 22)A + M = A —tr(A)X\ + det(A).
On a donc le systéeme suivant :

Ay =det(A) =4

)\1+)\2=t7"(14):5’

dont l'unique solution est donnée par Ay =1 et g = 4.

7.2.2 Recherche des vecteurs propres

Il s’agit maintenant de déterminer les vecteurs propres associés & chaque valeur
propre. Cette étape s’effectue donc aprés avoir déterminé les valeurs propres d’un endo-
morphisme.

Pour cela nous devons déterminer les éléments x tels que x € Ker(u — A\ld). Cela
peut se faire en résolvant le systéme d’équations linéaires homogéne :

(A= A)x =0,

pour toutes les valeurs de A appartenant au spectre de A. La connaissance de ces
vecteurs propres va permettre de définir une base dans laquelle la nouvelle matrice re-
présentant u sera diagonale mais aussi la matrice de passage associée de la base courante
vers la base de vecteurs propres.
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Exemple 7.4. Considérons l’endomorphisme u dont la représentation dans la base ca-

nonique est donnée par :
1 -1
().

Nous avons vu que cet endomorphisme posséde deux valeurs propres qui sont A\ = 2
et Ao = 4. Déterminons maintenant les vecteurs propres associés a ces deur valeurs
propres en cherchant éléments de Ker(A — \I).

e Pour A=\ =2 :
Nous devons résoudre le systéme linéaire (A —2I)x =0

—X1 — T2 =0

3r1+3x2 = 0
Les deux équations sont dépendantes, on peut donc se concentrer sur la premiére
équation dont une solution est donnée par (x1,z2) = (—1,1).

e Pour A= X =14 :
Nous devons résoudre le systéme linéaire (A —4I)x =0

—3$1—x2 =0
3r14+x22 = 0

A nouveau, les deux équations sont dépendantes, on peut donc se concentrer sur
la premiére équation dont une solution est (r1,x2) = (—1,3).

On a donc deux vecteurs propres et on peut vérifier qu’ils forment une base de
E =R? en calculant le déterminant :

Ainsi la matrice A est diagonalisable et elle est semblable a la matrice A’ =

2 0 .
<O 4> et la matrice de passage P vers la vers base des vecteurs propres est

py (-1 -1
deﬁmparP-(l 3).

On peut ensuite facilement vérifier que A’ = P~YAP

( A retenir : la matrice de passage est composée des vecteurs propres en colonne ! )
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Exemple 7.5. Considérons l’endomorphisme u dont la représentation dans la base ca-

nonique est donnée par :
2 -1
()

Nous avons vu que cette matrice admet une seule valeur propre A\ = 2 dont la
multiplicité est égale a 2. Déterminons les vecteurs propres associés en cherchant les
solutions du systéme (A —21)x =0 :

—T2 = 0
0 =0

Ce systéme admet pour solution le vecteur de la forme (x1,x2) = (1,0) et ... c’est
tout ! On ne trouve ici qu’un seul vecteur propre ... la matrice A n’est donc pas diagona-
lisable a priori car on ne trouve pas une base de vecteurs propres de R2.

Ce dernier exemple montre qu’il semble exister un lien entre le fait d’étre diago-
nalisable et le nombre de vecteurs propres associés a une valeur propre de multiplicité
supérieure ou égale a 2.

7.3 Caractérisation des endomorphismes diagonalisables

Définition 7.4: Espace propre

On appelle sous-espace vectoriel propre associé a une valeur propre A, le sous-
espace vectoriel

E\(u) = Ker(u — Md).

Un tel sous espace vectoriel est au moins de dimension 1. Si A n’est pas une valeur
propre de u, alors cet espace est de dimension 0 (il est réduit au vecteur nul).

J

Cette définition va nous permettre de donner une premiére caractérisation des en-
domorphismes (ou matrices) diagonalisables.

Proposition 7.3: Propriétés des sous-espaces propres

Soient A1,..., A, les vecteurs propres, deux & deux distincts, d’un endomorphisme
w. Alors la famille des sous-espaces propres {Ej, ()}, est en somme directe.

Démonstration. On ne démontre pas ce résultat car il nécessiterait de faire une grande
parenthése sur les polynémes ainsi que d’introduire un résultat préliminaire que 1’on
appelle le lemme des noyauz. ]
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Ce premier résultat est important car si on dispose de n sous-espaces de dimension
au moins égale a 1 qui sont en somme directe dans un espace vectoriel de dimension
n. Cela signifie que les vecteurs propres forment une base de cet espace vectoriel, donc
I’endomorphisme est diagonalisable.

C’est en fait une conséquence du résultat, plus général, suivant :

Théoréme 7.1: Diagonalisation et sous-espaces propres

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension n et notons
A1, ..., A\ ses valeurs propres (pas nécessairement distinctes). Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :

i) u est diagonalisable

ii) F est la somme directe de ses sous-espaces vectoriels propres.

Ce théoréme a deux conséquences immédiates :

Corollaire 7.1: Diagonalisation et valeurs propres

Soit E un espace vectoriel de dimension n et v un endomorphisme de E qui admet
r < n valeurs propres distinctes A1, ..., A.. Alors :
e ’endomorphisme wu est diagonalisable si et seulement si la somme
> req dim(Ey, (u)) est égale a n.
e ’endomorphisme u est diagonalisable si et seulement si, pour tout £ €
[1,7], nous avons

diTrL(EA,C (u)) = m(Ag),

ot m(Ag) est la multiplicité de la valeur propre Ag.

Ainsi, d’aprés ce corollaire, si un endomorphisme admet des valeurs propres deux
a deux distinctes, alors ce dernier est automatiquement diagonalisable. Plus précisément :

Corollaire 7.2: Diagonalisation et polynéme caractéristique

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et u un endomorphisme de FE.
On notera A € #,(R) la représentation matricielle de cet endomorphisme. Si
le polynome caractéristique de A est scindé sur R (i.e. il peut s’écrire comme le
produit de monomes a coefficients dans R) et posséde toutes ses racines simples,
alors A est diagonalisable dans ., (R).

L’hypothése polynéme caractéristique scindé sur R est une condition importante

nsTITUT

120 - Algebre Linéaire - L2 Informatique % Fmonscanion



pour la diagonalisation. En effet considérons la matrice A définie par

0 —1
-0 )
dont le polynome caractéristique Pa()) est donné par P4(\) = A2+1. Ce polynéme

n’est pas scindé dans R et n’est donc pas diagonalisable car ces deux valeurs propres sont
complexes 7 et —i.

Reprenons aussi ’'Exemple 7.5, nous avons remarqué que cette matrice n’était pas
diagonalisable. En effet, I’espace vectoriel E est de dimension 2 et le sous espace-propre
engendré par la seule et uniquement valeur propre 2 n’était que de dimension 1.

Cet exemple permet aussi d’illustrer le résultat suivant.

Proposition 7.4: Dimension des sous-espaces propres

oit v un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension n, soit A une valeur
propre de E de multiplicité m(A) et E)(u) le sous-espace propre associé.
Alors :

dim(Ex(u)) < m()).

Finissons par un exemple ot la matrice admet une valeur propre multiple mais qui
est malgré tout diagonalisable.

Exemple 7.6. Considérons l’endomorphisme u dont la représentation dans la base ca-
nonique est donnée par :

0 3 2
A=1-2 5 2
2 =30

et montrons que ce dernier diagonalisable. Son polynéme caractéristique est donné
par le déterminant det(A — A3) :

-X 3 2
Pa(A)=[-2 5—-X 2/,
2 -3 -]

5—X 2 2 2 -2 5-2A

_A‘—?, —A'3'2 —)\‘+2‘2 -3 |
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= —A=A(B =) +6) =32\ —4) +2(6 — 2(5 — \)),

=23 4502 — 6A—6A + 12+ 12 — 20 + 41,
= — A 4+5X%2 -8\ +14,
= —(A=2)(A\2 =3\ +2),

= —(A=22\-1).

Le polynoéme caractéristique admet donc deux valeurs propres distinctes Ay = 1 et
A2 =2o0um(\)=1etm(A)=2.

Pour vérifier si notre endormorphisme est diagonalisable, il faut montrer que sous-
espace propre associé a la valeur propre Ao est bien de dimension 2. Cependant, on va
également chercher a déterminer le sous-espace propre Ey, afin de définir notre matrice
de passage.

On rappelle que les sous-espaces propres sont définis par :

E) = Ker(u — Ad).
e Espace propre E), :

On cherche a résoudre le systéme suivant en utilisant la méthode du pivot :

—x1 4 3T + 223 = 0
—2x1 4+ 4xo+2x3 = 0 : Lo <+ Lo — 214
2x1 — 319 — x3 = 0: Lg<+ Lg+2I4

—x1+ 32 +22x3 = 0

—2x9 — 223 =0

3xg + 323 = 0

Le systeme peut donc étre réduit au systeme o deux équations suivants :

—x1 + 3x0 4+ 223 = 0
i) = —I3
so0it
xr1 = —I3
Tog = —I3
1
Le sous espace propre E), est alors généré par le vecteur propre | 1
—1
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e Espace propre K, :
On cherche a résoudre le systéme suivant en utilisant la méthode du pivot :

—2x1+3x2+2x3 = 0
—2x1+4+ 32 +2x3 = 0
2%1 - 3332 - 2333 =0

On remarque que le systéme peut-étre réduit a ’équation suivante :

—2x1 + 32+ 223 =0

dont les solutions sont paramétrés par des parameétres x1 = t1 et xo = to. Une

1
premiére solution est alors donnée par le vecteur | 0 | en posantto =0 ettty =1
1
0
et une deuziéme solution, indépendante est donnée par le vecteur | —1/3 | en
1/2
posant t; =0 et ta = —1/3.
1 0
Ainsi le sous-espace propre Ey, est engendré par les vecteurs | 0 | et | —1/3
1 1/2

Pour chaque valeur propre, la dimension du sous-espace propre est égale a la mul-
tiplicité de la valeur propre associée, notre endomorphisme est donc diagonalisable. Dans
la base de vecteurs propres, la matrice diagonale est définie par Diag(1,2,2) et la matrice
de passage est donnée par :

1 1 0
P=|1 0 —1/3
-1 1 1/2

On pourra vérifier que la matrice P~ AP est bien diagonale.

Remarque : dans cette section, nous avons supposé que le corps sur lequel nous avons
effectué notre étude est le corps des nombres réels R.

Sur le corps des nombres complexes, la théorie reste inchangée mais on peut cependant
remarqué que si des matrices ne sont pas diagonalisables dans R elle peuvent ’étre dans
C! Encore mieux, il se peut qu’une matrice n’admette aucune valeur propre réelle mais
qu’elle soit diagonalisable (dans C mais pas dans R bien évidemment).

Un exemple classique qui permet d’illustrer cela est la matrice de rotation R(6) ou
0 € R est définie par :
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wo = (Gl ).

Le polynéme caractéristique de cette matrice est défini par

Prpy(\) = (cos(d) — \)? +sin(6)?,
= A —2cos(A)N+ 1.

% (6i9 + 6—1‘9)’
on trouve Ay = {e7%, ¢} ot i est tel que i = —1. Donc Prgy(A) = (A — e )X —ei?).
Ce polynéme est donc scindé sur C mais ne I'est pas sur R sauf dans le cas 6 = 0.

Comme le polyndéme caractéristique est scindé a racines simples dans C, R(0) est diago-
nalisable dans C. De plus R(6) est diagonalisable dans R si et seulement si 00 = 0 [r].

Si on cherche les racines de ce polynéme, en utilisant le fait que cos(0) =
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Vérifier ses connaissances

1. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
(a) Tout endomorphisme est diagonalisable.
(b) Tout automorhpisme d’espace vectoriel est diagonalisable.

(c) Un endomorphisme d’espace vectoriel injectif admet nécessairement 0 comme
valeur propre.

(d) Un automorphisme d’espace vectoriel n’admet que des valeurs propres non
nulles.

(e) Les racines du polynéme caractéristique sont exactement les valeurs propres
de I’endomorphisme étudié.

(f) Toutes les matrices triangulaires (inférieures ou supérieures) ne sont pas
diagonalisables.

2. Déterminer le polynéme caractéristique des matrices suivantes

1 2 =2 0 0 —ap 3 0 8
A=1(2 1 =2 B=|1 0 —mu et C=|3 -1 6
2 2 -3 0 1 —ao -2 0 5
3. Les matrices suivantes sont-elles diagonalisables. Si oui, déterminez les vecteurs
propres.
2 5 —6 0 3 3 0 1 1
A=(4 6 -9 B=|-1 8 6 et C=1|1 00
3 6 -8 2 —-14 -10 0 01
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Valeurs propres et vecteurs propres sous ‘R

Nous allons simplement regarder comment calculer les valeurs propres et les vec-
teurs propres d’un endomorphisme. Pour cela reprenons la matrice A de ’Exemple 7.6
et vérifions que ce que nous avons fait est correct.

Pour déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres d’un endomorphisme,
on utilisera la fonction eigen.

A = rbind(c(0,3,2),c(-2,5,2),c(2,-3,0))

eigen(A)

## eigen() decomposition

## $values

## [1] 2 2 1

wH

## $vectors

## [,1] [,2] [,3]
## [1,] -0.1908801 0.3333333 -0.5773503
## [2,] -0.6294228 0.6666667 -0.5773503
## [3,] 0.7532541 -0.6666667 0.5773503

On remarque que ‘R nous renvoie un objet avec deux listes. Une premiére liste
$values avec les différentes valeurs propres et une deuxiéme liste $vectors avec les vecteurs
propres. associés.

eigen(A)$values

## [11 2 2 1

eigen(A)$vectors

#it [,1] [,2] [,3]
## [1,] -0.1908801 0.3333333 -0.5773503
## [2,] -0.6294228 0.6666667 -0.5773503
## [3,] 0.7532541 -0.6666667 0.5773503

La valeur propre 2 apparait deux fois, c¢’est donc une racine double du polynome
caractéristique associé. Les vecteurs propres associés & cette valeur propre sont représen-
tés par les deux premiéres colonnes de notre matrice eigen(A)$vectors. Enfin la valeur
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propre 1 est associée au vecteur propre représenté par la derniére colonne de matrice.

On peut alors vérifier la définition de vecteurs/valeurs propres

# Vecteurs propres

vl = eigen(A)$vectors[,1]

v2 = eigen(A)$vectors[,2]

v3 = eigen(A)$vectors([,3]

# Valeurs propres

lambdal = eigen(A)$values[1]
lambda2 = eigen(A)$values[2]
lambda3 = eigen(A)$values[3]
# Matrice identité

I3 = diag(c(1,1,1))

# Calcul de (4-lambda I3)v
(A-lambdal#*I3)%*%vl

#it [,1]
## [1,] -2.220446e-16
## [2,] -4.440892e-16
## [3,] 6.661338e-16

(A-1lambda2+*I3)%*%v2

#Hit [,1]
# [1,]1 0.000000e+00
## [2,] 2.220446e-16
## [3,] -4.440892e-16

(A-lambda3+*I3)%x%v3

## [,1]
## [1,] 0.000000e+00
## [2,] -2.220446e-16
## [3,] 3.330669%e-16

Les valeurs sont nulles bien que ‘R indique le contraire. Mais cette imprécision est
purement numérique.

On remarque que les valeurs des vecteurs propres sont différentes de celles obtenues
dans 'exemple. Mais pas d’inquiétude, ils définissent la méme droite. La seule différence
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réside dans la norme de ces vecteurs. ‘R cherche des vecteurs propres de norme égale &
1, ce qui n’est pas le cas lorsque nous avons fait les calculs a la main.

vl = eigen(A)$vectors[,1]
v2 = eigen(A)$vectors[,2]
v3 = eigen(A)$vectors[,3]

sqrt (sum(v1i~2))
## [1]1 1
sqrt (sum(v2-2))
## [1]1 1
sqrt (sum(v3~2))
## [1] 1

Nous n’avons pas encore parlé de norme mais on anticipe un peu ici, on rappelle
que la norme d’un vecteur x est donnée par
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8 Formes quadratiques et espaces euclidiens

8.1 Formes bilinéaires

Définition 8.1: Forme bilinéaire

Soit F un espace vectoriel sur K et ¢ une application de £ x E dans K. L’appli-
cation est ¢ est dite bilinéaire si elle est linéaire en ses deux arguments, i.e. si
pour tout x,x’,x” € E et a € K elle est vérifie

o o(x+x" x') = o(x,x) + p(x”,x') (linéarité a gauche)

o O(x,x' +x") = p(x,x') + ¢p(x,x") (linéarité a droite)

o p(Ax,X') = P(x, \x') = \p(x,x)

. J

Regardons un peu comment se caractérise une forme bilinéaire si on se place dans
un espace E de dimension finie n muni d’une base # = (ey,...,e,) (par exemple, la
base canonique de R™). Pour cela considérons x = Y ;" x;€; et y = > " | y;e;. Alors

n

d(x,y) = 0> _miei, Y wie) = > > wziyidleie;).
i=1 i=1

i=1 j=1

Ainsi, la forme bilinéaire est entiérement définie par la connaissance des images
des vecteurs de base par 'application ¢. Cette premiére écriture permet également de
montrer que toutes les formes bilinéaires peuvent s’écrire de la forme suivante :

O(x,y) = 21y1011 + T2y1021 + T1y2012 + .. + TiYjPij + ..+ TnYnPnn,

ol ¢;; = ¢(ei,e;). Une forme bilinéaire se présente donc comme la somme de
monomes en z;y; ol chacun des termes se retrouvent a la puissance 1. Si I'on prend le
cas particulier de la base canonique de R™, nous aurions

d(x,y) = T1y1011 + T2Y2d21 + . .. + TpYndnn,

Exemple 8.1. Les applications suivantes sont des formes bilinéaires

o 3x1yl 4 2x9y1 — 3.147x1y3
[ (1131 — x2)2 — (.%1 + 1172)2

Les applications suivantes ne sont pas des formes bilinéaires

o 30%ys — oY1 + Sw3ys (présence d’un terme de degré 3)
e 311 — woy1 + basys (présence d’un terme de degré un uniquement)

Dans la suite, nous allons nous focaliser sur un type particulier de formes bili-
néaires que nous serons trés souvent amenés a étudier par la suite : les formes bilinéaires
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symeétriques.

Définition 8.2: Forme bilinéaire symétrique

Soit ¢ une forme bilinéaire sur un espace vectoriel E. Cette application ¢ est dite
bilinéaire symétrique si et seulement si pour tout x,y € F

P(x,y) = ¢y, %)

Une forme bilinéaire symétrique qui nous intéressera plus particuliérement un petit
peu plus tard sera le produit scalaire. On verra méme que cette forme biliénaire dispose
de proriétés supplémentaires.

Pour le moment, remarquons qu’une forme bilinéaire est dite symétrique si elle est
invariante sous ’action de transposition des vecteurs x et y.

Exemple 8.2. L’application bilinéaire définie par :

d(x,y) = x1y1 + T2y1 + T1Y2—322Y3 + 3x3Y2

n’est pas symétrique car la transposition x <>y ne laisse pas le résultat invariant
comme le montre les deux derniers termes. En revanche l’application

d(x,y) = x1y1 + T2y1 + T1Y2—372y3 — 331

est bien symétrique.

Représentation matricielle. Comme pour les applications linéaires, il est possible de
représenter les applications bilinéaires dés lors que 'on connait 'image des vecteurs de
base par notre application. La différence réside dans le fait que nous devons déterminer
I'image par de tous les couples (e;,e;) par notre application ¢. En effet, on se rappelle
que pour tout x = Y " | x;e; ety =D " | yie;, on a

d(x,y) = D) miyid(ese)).

i=1 j=1
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Définition 8.3: Matrice d’une forme bilinéaire

Soit ¢ une forme bilinéaire d’un espace vectoriel F de dimension finie n et muni
d’une base # = (ey,...,e,). La représentation matricielle de la forme bilinéaire s
est alors donnée par

p(er,e1) o(er,e2) ... oler,ep)
A p(ez,e1) o(ez,e2) ... o(ez, ey)
¢ = . . . .

¢(e77:, el) (z)(e’n:? 82) o (Zs(e’n:a en)

\. J

On prendra cependant & ne pas confondre cela avec la représentation matricielle
d’une application linéaires! Bien que les objets se ressemblent, ils n’ont pas la méme
signification !

Une fois que cette représentation est adoptée, il est possible de réécrire de fagon
totalement matricielle notre produit scalaire.
En effet, si on considére un espace vectoriel muni d’une base et que 'on note A la
représentation matricielle d’une forme bilinéaire ¢, alors pour tout vecteur x et y de F
nous avons :

¢(x,y) =x" My.
Exemple 8.3. Considérons l'application bilinéaire ¢ : E x E — R, ot E est un espace

vectoriel sur R muni de la base canonique de R®, définie par

P(x,y) = 3w1y1 + 62291 — 321Y2 — 6x3y1 + 271Y3 + 2233

La matrice associée o cette forme bilinéaire est alors donnée par

3 =3 2
A=16 0 0
-6 0 2

La connaissance de cette représentation nous permet par exemple de pouvoir déter-
miner simplement l'image des vecteurs x = (—1,0,1) ety = (0,1,1)

3 -3 2\ /0
o(x,y)=x"Ay=(-1,0,1)[ 6 0 o] [1]=3
6 0 2/ \u
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Exemple 8.4. Considérons l'application bilinéaire ¢ : E x E — R, ou E est un espace
vectoriel sur R muni de la base canonique de R®, définie par

P(x,y) = 3x1y1 + 222y1 + 221y2 — 3x3y1 + —3T1Yy3 + 223Yy3 + Sy2x2.

La matrice associée o cette forme bilinéaire est alors donnée par

3 2 =3
A=(2 5 0
-3 0 2

On reconnait ici la matrice d’une forme bilinéaire symétrique. La connaissance de
cette représentation nous permet par exemple de pouvoir déterminer simplement l'image
des vecteurs x = (—1,0,1) ety = (0,1,1)

o(x,y) =xTAy = (-1,0,1) [ 2 5 0 1| =3
2

On pourra vérifier que ¢(x,y) = ¢(X,y).

La prochaine section va se focaliser sur le cas particulier des formes bilinéaires
symétriques. Nous verrons que ces matrices la possédent des propriétés intéressantes en
terme de valeurs propres! Et, plus tard, que leur matrice de passage associée posséde
également une structure particuliére.

8.2 Formes quadratiques

Généralités. Dans ce qui précéde, nous avons supposé que les vecteurs x et y sont
des vecteurs quelconques de R™, mais si 'on s’intéresse au cas particulier oit X = y on
associe alors a notre forme bilinéaire ¢ ce que 'on appelle une forme quadratique.

Définition 8.4: Forme quadratique

Soit un F un espace vectoriel sur K et ¢ une forme bilinéaire symétrique. Alors
I’application q : E — K définie par :

Q(X) = ¢(X7 X)

est appelée forme quadratique sur F associée & la forme bilinéaire ¢.
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~N
En tant que forme quadratique, I'application ¢ précédemment définie n’est pas

linéaire! Ainsi, pour tout A € K l'égalité ¢(Ax) = Ag(x) est généralement fausse!
En effet, nous avons

g(Ax) = Aq(x).
N J

Si on note A = (a;;)7;_; la représentation matricielle de I'application bilinéaire
symétrique, alors A € S, (K), i.e. l'ensemble des matrices symétriques a coefficients dans
K, alors la forme quadratique est définie par :

n n n n
q(x) = xT Ax = Z Zaiﬂ?ﬁj = g ayzs + 2 g aijT;T;.
i=1

i=1 j=1 i>]

Cette expression est trés pratique lorsque I'on souhaite reconnaitre des formes qua-
dratiques. En effet, elle se compose de mondémes de degré 2 en les composantes x; de x.

Exemple 8.5. Considérons l'application bilinéaire ¢ : E X E — R, ot E est un espace
vectoriel sur R muni de la base canonique de R3, définie par

P(x,y) = 3x1y1 + 222y1 + 2212 — 3x3y1 + —3T1Y3 + 223Yy3 + Sy2x2.

La matrice associée a cette forme bilinéaire symétrique est alors donnée par

3 2 =3
A=12 5 0
-3 0 2

La forme quadratique est donnée par q(x) = ¢(x,x) = 3x% + 5x3 + 223 + dw129 —
63711’3.

Si a toute forme bilinéaire symétrique il est possible d’associer une forme quadra-
tique, la réciproque est également vraie.
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Proposition 8.1: Identités de polarisation

Soit ¢ : F — K une forme quadratique sur E. Il existe alors une et une seule forme
bilinéaire symétrique ¢ : E x E — K telle que pour tout x € E : ¢(x) = ¢(x,x).
Elle est donnée par 'une des relations suivantes :

b0cy) = 5 (abety) - ab9) — ay))
b0cy) = 569 +a(y) — abx )
dxy) = glabcty) —alx—y)).

L’application ¢ est appelée forme polaire de g et les relations précédentes sont
appelées identités de polarisation.

Démonstration. Nous démontrons uniquement la premiére relation, le fonctionnement est
le méme pour les autres identités. On se propose de faire cela de deux fagons différentes.

e A l’aide de la représentation matricielle :
Pour cela on va considérer la matrice A € 5, (K) associée a g et deux vecteurs
x et y de E. Nous avons :

n

g(x+y) —q(x) = qly) = _ il +vi) +2Zam zi+ i) (25 + y))
=1 1>7

n n n n
— g a;ixr; — 2 g Qi TiTj — E ayy; — 2 g @i YiY;,
i=1

1>] i=1 1>]

—QZ(L”UL z/,—l—QZa” zi +yi)(x; + ;) ZZ(IUVL T — QZaU%y],

=1 i>7 1>] i>]

—22(111 zyl+4za7]x Yj>

i>7
n n
DIPTSR
i=1 j=1
= 2¢(x,y).

e A D’aide de la définition :
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On se rappelle que ¢ est une application bilinéaire symétrique donc

(x+y)=¢x+y,x+y)
(x,%) +20(x,y) + ¢(y,y)
= q(x) +26(x,y) + q(y)

On obtient la deuxiéme relation en changeant y en —y dans la démonstration
précédente.
Enfin, la troisiéme relation s’obtient en calculant

x+y)—qx—-y)=0ox+y,x+y) - dx—-y,x—-Yy).
O

Propriétés des formes quadratiques Les formes bilinéaires peuvent étre représen-
tées par des matrices, il en est donc de méme pour les formes quadratiques qui admettront
exactement la méme représentation que la forme bilinéaire associée, comme nous avons
pu le voir dans les exemples précédentes. On continuera d’appeler cette matrice A et
cette derniére sera toujours symétrique !

Comme il s’agit d’une matrice, il est possible de diagonaliser cette matrice est de
déterminer ses valeurs propres. Cela se révéle d'un grand intérét dans le domaine de 1’op-
timisation afin de dériver des propriétés d’un algorithme lorsque ces formes quadratiques
sont étudiées en tant que fonction. On va donc rapidement lister quelques résultats inté-
ressants sur ces derniéres.
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Définition 8.5: Caractérisation des formes quadratiques

Soit E un espace vectoriel sur K et ¢ une forme quadratique sur E. Notons A sa
représentation matricielle. Alors ¢ est dite :
e positive (resp. définie positive) si pour tout x € E non nul :

q(x)>0 ou xTAx>0 (resp. ¢(x)>0 ou x!Ax>0).

On dit parfois que la matrice associée a g est SDP : Semi-Définie Positive
(resp. DP : Définie Positive).
e négative (resp. définie négative) si pour tout x € E non nul :

q¢(x) <0 ou xTAx <0 (resp. ¢(x)<0 ou x'Ax<O0).
On dit parfois que la matrice associée a g est SDN : Semi-Définie Néga-

tive (resp. DP : Définie Négative).

\. J

Regardons un cas particulier que sont les formes quadratiques en dimension 2 pour
illustrer ce résultat. Ces derniéres se présentent sous la forme

q(x) = am% + 2Bx129 + 7:1:%.

Regardons & quelles conditions sur les paramétres «, 5 et «, cette forme quadratique
est positive ou négative. L’étude consiste & étudier un trinéme du second degré que 1’on
peut réécrire :

q(x) = 259&1902—1—735% si a=0, (1)

2 22
(x) = « (:Cl—i-ga:g) —f—#m% si a#0. (2)

Considérons maintenant trois cas

e Si oy — 3? est strictement négatif :
Si « est nul, alors 8 est non nul. Dans ce cas, la forme quadratique peut prendre
n’importe quelle valeur réelle d’aprés ’expression 1, ce qui peut se voir en consi-
dérant la valeur ¢(¢,1) ou t € R.
Si av est strictement positif alors ¢(1,0) = a et q(8, —a) = a(ay — 8?) est alors
strictement négatif.
De méme lorsque « est négatif en considérant —q.
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e Si oy — 3? est strictement positif :
Dans ce cas le produit ay > 0 et « et v sont nuls et de méme signe. Si a est
strictement positif, ’expression 2 montre que la forme quadratique est toujours

positive. Elle s’annule uniquement si z1 + —x2 et xo sont nuls simultanément,
donc si 1 = 9 = 0. @

Dans le cas ol v est strictement négatif, on montre, de fagon analogue, que la
forme quadratique est strictement négative sauf si z1 = xo = 0.

e Si oy — 32 est nul :
Si o = 0 alors 8 = 0, dans ce cas g(x) = yx2 est du signe de 7 et s’annule en
Tro = 0.

Sia >0, on aalors ¢g(x) =« <$1 + éa@)) qui est toujours strictement positif
a

sauf en (=0, a).
A nouveau le cas a < 0 s’en déduit en considérant —q.

La forme quadratique est donc définie positive si et seulement si oy — 5% > 0 et «
(ou ) est strictement positif.

Bien évidemment, il ne s’agit pas, pour montrer qu'une forme quadratique est
semi-définie positive, de considérer tous les vecteurs x possibles et de vérifier que la
forme quadratique renvoie une valeur positive. Nous verrons plus tard comment faire
cela en regardant uniquement les valeurs propres de I’endomorphisme.

8.3 Espaces euclidiens

A partir de maintenant on se place uniquement dans des espaces vectoriels réels.
Ainsi, E désignera toujours un espace vectoriel sur R.

Définition 8.6: Produit scalaire

Soit E un espace vectoriel sur K. On appelle produit scalaire sur F, tout forme
bilinéaire ¢ symétrique et définie positive sur E :

e Bilinéaire : voir Définition 8.1

e Symétrique : ¢(x,y) = ¢(y,x)

e Définie positive : ¢(x,x) > 0 et ¢p(x,x) =0 < x=0.

\. J

Le produit scalaire le plus classique que 'on connait est celui défini relativement
a la canonique de R", appelé aussi produit scalaire euclidien. Ce produit scalaire est
en général noté (x,y). Cependant la littérature est trés riche en notation pour le produit
scalaire, on peut également rencontré (x | y) en physique notamment.
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Exemple 8.6. Soit E un espace vectoriel et montrons que Uapplication ¢ : E x E — R
définie par

o(x,y) = x1y1 + 3x1y2 + 3x2y1 + 10z2y2,

définie un produit scalaire. On va donc vérifier les trois points de la définition.

e L’application est bien symétrique. En effet :

d(x,y) = x1y1 + 3x1Y2 + 3z2y1 + 1022y2 = H(y, X).
e FElle est bien définie positive. En effet

B(x,x) = 23 + 62129 + 1023 = (21 + 32)? + 23.

e Bilinéarité : Soient x,y et x des éléments de E et A € K alors :

d(x+ Az,y) = (21 + Az1)y1 + 3(z1 + Az1)y2 + 3(z2 + Az2)y1 + 10(x2 + A22)y2

= x1y1 + 321y2 + 3x2y1 + 102212
+ A(z1y1 + 3z1y2 + 322y1 + 1022y2),

= ¢(X7 Y) + )‘¢(Z7y)

Proposition 8.2: Inégalité de Cauchy-Schwartz

Soit E' un espace vectoriel. Alors pour tout vecteur x et y de F nous avons

(%, 7)* < (x,%)(y, ).

De plus, I’égalité est atteinte lorsque les vecteurs x et y sont colinéaires.

Démonstration. Soit (x,y) € E? et soit A € R. Comme le produit scalaire est une forme
bilinéaire symétrique définie positive, nous avons

(x+ Ay, x+ Ay) > 0.

(x+ Ay, x +Ay) = (x,x) + \(x,y) + \x,y) + \2(y,y).
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= (x,X) 4+ 2\(x,y) + Ay, y).

Le cas x ou y est trivial, on va donc supposer que les deux vecteurs sont nuls dans
la suite. L’expression précédente peut donc se voir comme un polyndéme de degré 2 en A.
Or (x,x) + 2\(x,y¥) + A4 (y,y) > 0 et {y,y) > 0, donc le discriminant de ce polynéme

Alx,y)* — 4y, y)(x, x)

est négatif ou nul. On en déduit directement le résultat. O

Définition 8.7: Espace euclidien

On appelle espace euclidien tout espace vectoriel réel de dimension finie muni
d’un produit scalaire.

Un produit scalaire étant par définition une forme bilinéaire symétrique définie
positive, il est donc possible de définir plusieurs produits scalaires sur un méme espace
vectoriel (une infinité méme) vu que l'on peut définir une infinité de forme bilinéaire
symétrique définie positive.

Définition 8.8: Norme Euclidienne

On appelle norme euclidienne associée au produit scalaire (-,-), notée | - ||,
lapplication définie de £ dans Ry pour tout x € E par

I[13 = (x, ).

Remarque. La définition précédente ne définit qu'un exemple particulier, mais il existe
une définition plus générale de normes que vous serez amenés a rencontrer lorsque I'on
fait du calcul matriciel ou encore de la modélisation statistique (ez : norme matricielle
ou encore les normes LP pour des méthodes pénalisées).

Définition 8.9: Norme

On appelle norme sur un espace vectoriel E toute application N définie de E
dans R, vérifiant les axiomes suivants :

(i) V(a,x) € R x E, N(ax) = |a|N(x) (homogénéité),

(ii) Vx € E, N(x) =0 <= x = 0 (séparation),

(ili) V(x,x') € Ex E, N(x+x') < N(x) + N(x') (inégalité triangulaire).
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Exemple 8.7. On donne ici quelques exemples de normes :
o L’espace R muni de la valeur absolue est un espace euclidien, ce qui veut dire
dire que Uapplication N(-) = | - |
e La norme euclidienne définie précédemment est une norme, plus précisément,
nous avons

1x[l2 = v/ {x,%) =

Cette norme correspond a un résultat que l’on connait trés bien en dimension
2 et le généralise & la dimension n ... le théoréme de Pythagore !

E = R? E=TR3
Ty p=mmmmm— T2 h

s N
0 I 0 >«

L3 f o v

]l = /&1 + 23 ]l = /&1 + 3 + 23

Vous pouvez essayer de montrer que la norme euclidienne est effectivement une
norme en montrant que les trois axiomes sont vErifiés.

e Plus généralement, toutes les applications N : x — ||x||p, également appelées
p-norme, sont des normes.

xllp = {

n
D leib
i=1

L’exemple de la norme euclidienne et plus précisément le théoréme de Pythagore
permet de revenir sur un point important que l'on a déja abordé précédemment : la no-
tion d’orthogonalité.
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Définition 8.10: Orthogonalité

Soit E un espace euclidien muni du produit scalaire (-, -) et v, w deux vecteurs de
E. On dit que v et w sont orthogonaux si

(v,w) = 0.

Le résultat suivant permet également de montrer que deux vecteurs sont orthogo-
naux uniquement en regardant des normes.

Proposition 8.3: Caractérisation de I’Orthogonalité

Soit E un espace euclidien muni du produit scalaire (-, -), || - || la norme associée et
v, w deux vecteurs de E. Les vecteurs v et w sont orthogonaux si et seulement si

v —wl =[[v+wl.

Démonstration. La démonstration est laissée a titre d’exercice. OJ

A partir de cette notion d’orthogonalité, il est également possible de définir ’angle
entre deux vecteurs d’un espace euclidien E. Pour cela regardons un petit exemple pour
mieux comprendre la construction. Considérons deux vecteurs x et y définis dans une
certaine base 4. On cherche a déterminer I’angle que fait le vecteur x avec le vecteur y
en utilisant la notion d’orthogonalité vu précédemment.
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> Y

0

Le vecteur x peut se décomposer comme la somme de vecteurs orthogonaux, ¢.e. il
existe un vecteur w orthogonal & y ainsi qu’un scalaire A tels que :

X = \y + w.

Rappelez-vous, c’est une conséquence des résultats vus précédemment dans cette
partie! Le vecteur Ay est appelé projeté orthogonal de x sur y. Il nous faut alors déter-
miner la valeur du scalaire . Pour cela, on se rappelle que y est orthogonal & w, donc
(x — A\y,y) = 0, ce qui donne

A= <X=y2>,
[yl

et nous permet de définir indirectement la projection d’un vecteur x sur un vecteur

_(xy)
) =R

Cette valeur A\ qui représente le coeflicient de la projection de x sur y est fortement
liée & ’angle entre les deux vecteurs.

Définition 8.11: Angles entre deux vecteurs

Soient x et y deux vecteurs d’un espace euclidien E et notons x’ et y’ les norma-
lisations de ces deux vecteurs, i.e.

Alors le cosinus de l'angle formé entre les deux vecteurs x et y, noté A = cos(6),
est donné par
X,y)
A= <X/’yl> - ( 0
%Il
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C’est donc une valeur comprise entre —1 et 1. En effet, cela est une conséquence
de l'inégalité de Cauchy-Schwarz

Y X,y
eyl < Iyl = 1oy Tyl

[l — iyl

On parle ici d’angle non orienté car deux valeurs sont possibles pour 6 dans cette
définition dans lintervalle [0,27]. En revanche, il n’existe qu’une seul valeur § dans
I'intervalle [0, 7] telle que

cos() = {xy)

Iyl

Retour sur le produit scalaire. La définition 8.6 a permis d’introduire le produit
scalaire comme une forme bilinéaire, symétrique et définie positive. Nous pouvons
donc représenter ce produit scalaire & ’aide d’une matrice, si notre espace E est muni
d’une base (voir définition 8.3).

Proposition 8.4: Représentation produit scalaire

Soit s un produit scalaire sur un espace euclidien £ muni d’une base (e;);en et
notons S la représentation de s dans cette base. Considérons deux vecteurs x et
x' de E alors

s(x,y) = (x,y)s =x' Sy.

En tant que matrice représentante d’un produit scalaire, cette matrice S doit véri-
fier les mémes points que la définition de produit scalaire, i.e. elle doit étre :
e bilinéaire ,
e symétrique : S = ST,
e définie positive : VYx € F x'Sx>0etx'Sx=0 < x=0

Remarque. La matrice associée & un produit scalaire est diagonalisable en tant
que matrice symétrique réelle.

( )
On voit donc qu’a toute forme bilinéaire, comme le produit scalaire, il est possible

d’associer une matrice S. A cette matrice S est en fait associée un endomorphisme
de E, que I'on notera g, et qui posséde les mémes propriétés que S. On peut ainsi
écrire notre produit scalaire s(x,y) = xSy = (x, g(y))

Nous serons amenés cette notation dans le cadre de la démonstration de certains
résultats
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On peut méme montrer mieux que cela et sans grandes difficultés.

Proposition 8.5: Isomorphisme entre g et ¢,

Considérons I'application qui a un endomorphisme g associe la forme bilinéaire ¢,
(notée aussi ¢) est un isomorphisme de l’espace des endomorphismes symétriques
S(E) sur 'espace des forme bilinéaires symétriques sur E, B Lsym (E).

Démonstration. On vérifie facilement que 'application g — ¢4 est linéaire, il suffit sim-
plement d’écrire la définition.

Montrons maintenant que cette application est injective. Supposons que ¢, est nul, cela
signifie que pour tout x,y € F : (x,9(y)), ce qui signfie que ¢g(y) = 0 pour tout vecteur
y donc g = 0.

Observons maintenant que les espaces S(E) et B.Zsym(E) ont la méme dimension.
L’application est donc bien un isomorphisme. ]

Exemple 8.8. Un premier exemple bien connu de produit scalaire est celui employé
Jusqu’a présent, c’est-a-dire le produit scalaire canonique de R™ pour lequel le produit
scalaire est communément appelé produit scalaire euclidien et qui peut se représenter
sous la forme

(x,y)s =x Ix =x"y, dans ce cas S=1.

On peut également définir un produit scalaire sur les matrices, par exemple sur [’en-
semble des matrices carrées d’ordre n, #,(R). Le produit scalaire ainsi défini s’appelle
le produit scalaire de Frobenius, noté (-,-)r (auquel on pourra également rattacher une
norme, la norme de Frobenius).

Etant données deux matrices carrées A et B d’ordre n, dont les coefficients sont respec-
tivement notées a;; et b;;, alors le produit scalaire de Frobenius est défini par :

n
<A, B>F = T’I“(ATB) = Z aijbij.
i,j=1
Vérifions qu’il s’agit bien d’un produit scalaire :

e Symétrie : on doit vérifier que (A, B)p = (B, A)F or

(A,B)p = Z a;jbij,
ij=1
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n
= E bijaij,
7,7=1

(A,B)p = (A, B)F.

e Bilinéarité : soit de plus A € R et C € #4,(R)

(A,B+XC)p = aiby + Acyj,

i,7=1
n n

= E aijbij—i—)\g aijc,;j,
ij=1 ij=1

<A,B+)\C>F = (A,B>F +)\<A,C>F

L’application est donc bien linéaire a droite, elle l’est aussi & gauche par symé-
trie, elle est donc bilinéaire.

o Définie positive : on aisément (A, A)p = > 1",
égale a 0 si et seulement si tous les termes sont égaux 6 0 (en tant que somme
de termes positifs), donc a?j =0 <= a;; =0.

a?j > 0 et cette somme est

Changement de base et bases orthonormées. Regardons comment le changement
de base influence la représentation matricielle de notre produit scalaire (donc indirecte-
ment d’une forme bilinéaire symétrique définie positive).

Proposition 8.6: Changement de base produit scalaire

Soit & et %' deux bases d’une espace euclidien F muni du produit scalaire s
et notons P la matrice de passage de Z vers %’. Notons également S et S’ les
représentations matricielles de S et S’ respectivement dans les bases B et %/,
alors

S =pPrsp.

Démonstration. La démonstration est semblable & celle effectuée en Proposition 5.9.

Soient x et x’ les représentations d'un vecteur de E dans les bases & et %' et
soient y et y’ les représentations d’un vecteur de F dans ces mémes bases. Nous avons
vu comment opérer un changement de base sur les vecteurs et nous avons les relations

x'=Px et y = Py.

Par conséquent
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s(x,y) =x1 Sy = (PX)TSPy =x/(PTSP)y =x'S'y = s (x,y’).
O

Exemple 8.9. Considérons x ety deuz vecteurs de R? et soient % la base canonique
de R? et (e}, e)) une autre base de R? telle que
e'l =2e1 —4dey et e'2 = —e1 + 2es.

On cherche a écrire le produit scalaire canonique de R? dans notre nouvelle base
e/, e)). Remarquons que S = I dans le cas présent et que la matrice de passage P s’écrit
1,2 g

p:(_34 ‘21).

On aura donc

y ot ot (3 1\ (3 -4\ _[10 -14
S—PIP_PP_(—4 2)(-1 2 )~ \-14 20 )"

Définition 8.12: Base orthogonale/orthonormée

Soit E un espace euclidien muni d’'une base % = (e;)"_,. Cette base est dite
orthogonale si pour tout 7, j tels que ¢ # j on a
(ei, ej> = 0.
De plus, cette base est dite orthonormée si elle vérifie
1 sii=j,

0 sinon.

(ei,ej) = dij = {

J

De cette définition on peut tout de suite voir que de toute base orthogonale, il
est possible de construire une base orthonormée. Pour cela, si (e;)!"_; forme une base
n
e
orthogonale, alors (W) forme une base orthonormale.
€; i=1
Dans une base orthonormale, le produit scalaire s’exprime de fagon trés simple et
semblable au produit scalaire canonique. En effet, considérons (e;)?_; une base orthonor-
male de E et x et y deux vecteurs de E exprimés dans cette base. Alors

n

n n
(x,y) = Z (ziei,yjej) = Z ziyj(ei, ej) = Zﬂﬁzyz
i=1

3,j=1 1,j=1
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Il existe un moyen, partant d’une base quelconque d’un espace vectoriel euclidien,
de construire une base orthogonale (voire orthonormale). Cela peut se faire a ’aide
du procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt, nous ne I’étudierons pas
ici mais on en présente rapidement 1’idée.

Soit (e;)!; une base a priori quelconque de E et définissons la projection du
vecteur e sur le vecteur u :

proju(e) = <<
Alors la famille (u;)?_; définie par :

u; = e
. uj, €2
U2 = €2 — Proju, (e2) =ey — §u17u1>>
b
(ug,e3) ~ (uy,es)

9 u;
(ug, ug) (ug,uy)

U3 = €3 — Proju,(e3) — proju, (e3) = ez —

_ . _1 (ug, ep
u, =ep — Zf:,ll projy, (ex) = ex — lel iu; uz; w
b

_ . _ uj, e
up = € — Zln:,ll Projuy, (en) =€n — ?:11 <<ul7uTlL>>u
M

est une base orthogonale de E.

\_

Si 'on dispose d’une famille de vecteurs (e;)7_; d'un espace euclidien E qui est
orthonormale, relativement & la base canonique de F et que 'on note P la matrice de
passage de la base canonique vers (e;)"_; alors PTP = 1.

Les matrices ayant une telle propriété sont dites orthogonales et vérifient P~ = PT.

Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt évoqué précédemment permet de
monter le résultat suivant :

Proposition 8.7: Existence d’une base orthonormée

Tout espace euclidien E posséde une base orthonormée.

On peut maintenant retourner a I’étude de nos endomorphismes symétriques réelles
dont le résultat suivant va jouer un réle majeur dans certaines méthodes d’analyses de
données.
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Proposition 8.8: Endomorphismes symétriques et diagonalisation

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur un espace euclidien F, alors il existe
une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de ¢ est diagonale.

Bien que nous ne montrons pas ce résultat cela nous permet de justifier ’existence
du résultat suivant permettant de caractériser les formes quadratiques relativement au
signe de ses valeurs propres.

Proposition 8.9: Caractérisation des formes quadratiques

Soient E un espace vectoriel sur K et ¢ une forme quadratique sur F dont la
représentation matricielle est notée A. Alors
e ¢ est semi-definie positive (resp. définie positive) si et seulement si ses
valeurs propres sont positives (resp. strictement positives)
e ¢ est semi-definie négative (resp. définie négative) si et seulement si ses
valeurs propres sont négatives (resp. strictement négatives).

Démonstration. Soit # une base orthonormée dans laquelle ’endomorphisme g associée
a la matrice A est diagonale et notons Ay, --- , A\, ses valeurs propres. Pour tout vecteur
x de F, on a :

n
2
<X7 g(X)) = Z )\’L$z )
i=1
ou les x; représentent les coordonnées du vecteur x dans la base 4.

Remarquons que si g est positif, alors \; = (e;, g(e;)) est positif pour tout i. Les
vecteurs e; désignant les vecteurs de la base orthonormée 2.
Réciproquement, si \; est positif pour tout ¢ alors, pour tout x :

(x.9(x)) = 3 hia? > 0.
i=1

L’endomorphisme g est donc bien positif.

On démontre le coté défini positif en remarquant que g est défini positif, si et
seulement si il est positif et inversible. La démonstration est analogue pour le deuxiéme
point.

O
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Espaces Orthogonaux

Définition 8.13: Sous espace orthogonal

Soit E un espace vectoriel euclidien et F' un sous-espace quelconque de F stricte-
ment inclus dans E. On appelle sous sous espace orthogonal de F' dans F, noté
F, I’ensemble des vecteurs x de E qui sont orthogonaux & tout vecteur de F'

Ft={x¢c E|Vze F(x,z) =0}

On peut montrer que F*- est un sous-espace vectoriel de E.

Proposition 8.10: Propriétés espaces orthogonaux

Soit E un espace vectoriel euclidien et F' un sous espace de E. Alors
o dim(E) = dim(F) + dim(F*1),
e E=F&F*,
o (FHy' =F.

Nous avons déja construits de tels sous-espaces précédemment a 'aide de certaines
applications. Souvenez vous des projecteurs orthognonaux étudiez au tout début de cette
partie (voir la Définition 3.11 et les Propositions 3.10 et 3.11).

Pour rappel, ces résultats ont montré que le noyau et I'image d’un projecteur sont
supplémentaires dans ’espace de départ. De plus, nous avons

Ker(p) = Im(Idg —p) = (Im(p))™*.

On rappelle également que le projecteur est une application idempotente (i.e.
pop=p).

Ilustrons cela a I’aide d’un petit schéma ot 'on considére un vecteur x de R?
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E=R3
ro K

(Idg — p)(x)

7

4

0 X1

4

I “p(x)

On considére un projecteur p sur l'espace engendré par les vecteurs de base (e, e3)
parallélement & la droite vectorielle engendrée par le vecteur es. Nous avons donc

Ker(p) = Vect(ea) = Im(Idg —p) et Im(p) = Ker(Idg —p) = Vect(er,es).

Projections sur un sous espace Nous terminons cette section en regardant comment
déterminer le projeter orthogonal d’un vecteur sur un sous espace vectoriel d’un espace
vectoriel euclidien.

Pour cela, considérons un espace euclidien ¥ de dimension n et F' un sous-espace de
FE de dimension p < n. Soit x un vecteur de E. Nous allons regarder comment déterminer
le projeté de x sur une droite vectorielle (i.e. le cas ot F' est un espace de dimension 1)
puis on traitera le cas plus général ou la dimension de F est 2 < p < n.

e Projection sur une droite : on considére la droite vectorielle ' engendrée
par un vecteur a et on cherche & déterminer le projeté de x sur a.

0

p(x) correspond au projeté du vecteur x sur la droite vectorielle engendrée par
a. En ce sens p(x) peut s’interpréter comme le point de Vec(a) le plus proche
de x, i.e. cela reviendrait & chercher les coordonnées a sur le vecteur a qui soit
solution du probléme suivant :
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. _ 2
min [x — aall3,

ol aa = p(x).

Plutot que de chercher a résoudre ce probléme d’optimisation dont la résolution
sera traitée dans un cours dédié, nous allons simplement nous contenter des
outils de 'algébre linéaire.

Pour cela, utilisons simplement le fait que p(x) = aa comme énoncé plus tot
(i.e. le projeté appartient a la droite vectorielle engendrée par a). Dans ce cas,
les vecteurs a et x — aa sont orthogonaux, d’ou

(a,x —aa) = 0,
ala,a) = (a,x),
__ lax
(a,a)’
~_ lax)
laf*

On aura simplement développer les expressions.
(a,x)
af?
sur 'expression p(x) mais pas le vecteur a qui ne sert qu’a donner la direction,
1.e. multiplier le vecteur a par A ne change pas l'expression du projeté, mais
multiplier x par A implique de multiplier 'expression de p(x) par A.

Ainsi p(x) = aa = a. Remarquons que seul le vecteur x a une influence

Derniére remarque, on peut réécrire I’expression de p(x) sous forme matricielle,
aa’

T

| . Mall*

Dans ce cas, la matrice P définie bien une matrice projection (de rang 1) car

en remarquant que p(x) = 28 x=PxouP=
a2

P’=pP o PT=P

Généralisons cela pour un sous espace de dimension 2 < p < n.

e Projection sur un hyperplan :
Cette fois-ci F est un sous-espace vectoriel de E de dimension 2 < p < n généré
par les vecteurs aj,--- ,a, de R” qui forment une base de F'

Dans ce cas, l'espace F' est 'espace générée par les colonnes de la matrice

A = (ag, - ,ap). Nous avons précédemment vu que le projeté de x sur le

sous espace F' pouvait s’écrire p(x) = Px o P est une certaine matrice, mais

surtout, on sait que le projeté va s’écrire comme une combinaison linéaire des
; _\P n

vecteurs colonnes de A, i.e. p(x) = > . aja; = Acv.
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On peut alors utiliser le méme raisonnement que précédemment, on sait que le
vecteur x — p(x) est orthogonal & tout vecteur de F, i.e.

(a;,x —Aa) = 0,

(ap,x — Aa) = 0.

Ce qui peut s’écrire de fagon matricielle :

(A, x — Aa) = AT (x — Aa) = 0.

Notre objectif est de trouver le vecteur «, on va donc l'isoler.

AT(x — Aa) = 0,
ATAa = ATx

Comme les colonnes de A forment une base de F' la matrice AT A € .#,(R) est
inversible. On a donc

a = (ATA)" ATx.

-1

Donc le projeté orthogonal de x sur F est p(x) = A (ATA) ATx.

On peut résumer tout cela par la proposition suivante.

Proposition 8.11: Projection orthogonal sur un sous-espace

Soit E un espace euclidien de dimension n et F' un sous espace de E de dimension
p < n dont les vecteurs ay, - -- ,a, forment une base. On note A la matrice dont
les colonnes sont formées des vecteurs de cette base.

Alors, pour tout vecteur x de E, le projeté orthogonal p(x) de x sur F' est donné
par

p(x) = A (ATA) " ATx

et P = (ATA)_l AT est la matrice de projection sur le sous-espace F.
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Vérifier ses connaissances

1. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

(a) L’application ¢ : R? x R définie par

d(x,y) = 3x1y2 + 6T2y2 + 3T1Y1 + 4T2Y1

est-elle une forme bilinéaire ?

(b) L’application ¢ : R? x R définie par

P(x,y) = —23511/% + bxoy2 — TT1Y1
est-elle une forme bilinéaire ?

(c) L’application ¢ : R? x R définie par

d(x,y) = 2x1y1 — 3T1y2 — 322y1 + 6x2y2

est-elle une forme bilinéaire symétrique ?

(d) L’application ¢ : R? x R définie par

O(x,y) = 221 — 3x1y2 — 322Y1 + 292

est-elle une forme bilinéaire symétrique 7

(e) Les matrices associées aux formes bilinéaires symétriques sont nécessaire-
ment symétriques.

(f) A toute forme bilinéaire symétrique, il est possible d’associer une forme
quadratique.

(g) Une forme quadratique est dite positive si et seulement si toutes ses valeurs
propres sont positives.

(h) L’application ¢ : R? x R? définie par

d(x,y) = 2x1y1 + 3z1Y2 + 322y1 + 62212

est-elle un produit scalaire ?

(i) L’application ¢ : R? x R définie par

d(x,y) = 2x1y1 + 3x1y2 + 322y1 — 622Y2

est-elle un produit scalaire 7

.
~—

On peut associer une norme a tout produit scalaire (-, ).

=
S~—

Tout endomorphisme d’un espace euclidien est diagonalisable.

(1) De toute base # = (e;)]; d'un espace euclidien E de dimension n, il est
possible de construire une base orthonormale.
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(m) L’inégalité de Cauchy-Schwarz devient une égalité lorsque les deux vecteurs
sont orthogonaux.

(n) Siune matrice P est orthogonale, alors son inverse est égale a sa transposée.

(o) L’application définie comme la combinaison linéaire de deux normes est une
norme.

(p) Une application définie comme la somme positive de deux normes est encore
une norme.

(q) Toute matrice orthogonale P est inversible.

2. Déterminer si les colonnes des matrices suivantes forment une base orthogonale

de R3 :
0O -1 0 -1 2 0 2 -2 1
A=1|1 0 0 B=]1 1 =2 et C=1|-1 -1 1
0O 0 -1 1 1 2 1 0 O

3. Déterminer le signe des formes quadratiques suivantes

2 5 —6 0 3 3 011
A=15 6 3 B=|3 2 -1 et C=1[1 00
-6 3 -1 3 -1 =2 1 01

4. On se donne une droite générée par le vecteur a = (—2,3,4). Déterminer le
projeté orthogonal des vecteurs suivant sur la droite vectorielle engendrée par

(a) X = (72’47 1)’
(b) ¥y =(0,3,0),
(¢) z=(-1,-3,0.5).
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Code R

Toutes les commandes nécessaires & la manipulation des objets dans cette section
ont déja été présentées dans les sections précédentes, mise a part le produit scalaire entre
deux vecteurs.

c(1,2,3)
c(0,3,4)

X

y

Xh*hy

#Hit [,1]
## [1,] 18

On va surtout profiter de cette section pour étudier les options graphiques sous
R via I’étude des formes quadratiques et linéaire dans un espace de dimension 2.

On va, pour simplifier, considérer que la forme quadratique ¢ a déja été réduite et
qu’elle se trouve dans une base telle que la matrice associée soit diagonale, i.e. la matrice
de notre forme quadratique est de la forme

At 0O
0 X))’

ol A1, A2 € R. On souhaite maintenant regarder l'allure de la forme quadratique
en fonction des valeurs de \; et 2, plus précisément, en fonction de leur signe (positif,
nul ou négatif). On va s’intéresser aux courbes de la forme ¢(x) +I(x) = k, k € R, c’est
& dire aux courbes d’équation

)\11‘% + )\2.%'% + axq1 + bmg =k

Cas 1 Imaginons que les deux valeurs propres sont strictement positives et prenons
k=1et a=0=0. On va essayer de représenter la courbe. Pour cela on va essayer
d’exprimer x5 (que 'on assimilera a 'ordonnée) en fonction de x1, ainsi

1
Ty = j:\/)\2 (—)\1:0% + 1),

ou z1 est tel que 1 — Alx% soit positif, on va fixer Ay = 1 et \g = 1/4 dans la suite. Ainsi
T € [—2,2].
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# On va definir notre courbe en deuxr équations differentes
# Cela donnera alors deux courbes que l'on superposera.

# On definit les objets

lambdal = 1/4

lambda2 = 2

xl = seq(-2,2,by=0.01)

# On calcule nos deux images

x2_plus = sqrt((1/lambda2)*(1-lambdal*x1~2))
x2_moins = -sqrt((1/lambda2)*(1-lambdal*x1~2))

Il ne nous reste plus qu’a représenter notre courbe, qui aura donc la forme d’une
ellipse.

# 0On trace notre courbe en deux morceaux.
plot(x1,x2_plus, type = 'l', lud = 2 ,

x1lim = ¢(-2.5,2.5) ,
ylim = c¢(-1.5,1.5), xlab = "" , ylab = "",
main = "Les valeurs propres sont positives")

lines(x1,x2_moins, type = 'l', lwd = 2)

Graphe de la forme quadratique

0.5 |
& 0
—05 ]
_9 1 0 1 2
Tl

Ainsi, pour représenter graphiquement un nuage de points, on peut utiliser la fonc-
tion plot, qui va prendre différents arguments, mais nous ne présentons que ceux utilisés
ci-dessus :

nsTITUT

156 - Algebre Linéaire - L2 Informatique * nomicarion



e le premier argument "x" spécifie les valeurs en abscisse : ici x

e le deuxiéme argument "y" spécifie les valeurs en abscisse : ici o

e type indique le type de tracé que nous souhaitons. Avec type = ’I’, nous de-
mandons & ‘R de relier les points, sinon nous aurions par défaut un nuage de
points.

e [wd permet de régler I’épaisseur du trait.

e main : permet de donner un nom au graphique, ce nom sera mis en entre

e zlim et ylim permettent de régler la fenétre graphique en indiquant les valeurs
minimales et maximales sur chaque axe.

e zlab et ylab (lab pour label, i.e. étiquette, permet de donner un nom aux axes.
Ici I'utilisation des "" permet de supprimer le nom des axes.

nn

La commande lines utilisée pour tracer le deuxiéme graphe permet de superposer
un graphique a un graphique existant.

Cas 2 On suppose que 'une des valeurs propres est nulle, disons Ay = 0et quek =a =0
également. Dans ce cas, on se retrouve avec une équation de la forme

A1
)\2.%'% =bry <= 19 = ?x%

On reconnait ici ’équation d’une parabole, vérifions cela de suite en représentant

graphiquement cette fonction comme nous ’avons fait précédemment. On posera A\; = 2

et b= 3.

lambdal = 2
b =23
x1 = seq(-5,5,by=0.01)

x2 = (lambdal/b)*x1~2

Il ne nous reste plus qu’a représenter notre courbe, qui aura donc la forme d’une
parabole

plot(x1,x2, type = '1', lwd = 2, col = "red",
main = "Une valeur propre positive")

L’option col permet de définir la couleur du graphique.
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Graphe de la forme quadratique

10 _5 0 5 10

xy

Cas 3 On suppose que les deux valeurs propres sont de signes opposés A1 < 0 < Ay et
que a = b = 0. On va également supposer que k = 1 dans le cas présent. Dans ce cas, on
se retrouve avec une équation de la forme

1
Mzt +Xors =1 < zo== 1 (1= ).
2

Comme dans le Cas 1, on va & nouveau tracer notre graphique en plusieurs étapes,
on va donc superposer plusieurs graphes. Pour cela, on va commencer par supposer que

A1 = —1 et Ao = 2 et réécrire ’équation de notre forme quadratique.
lambdal = -1
lambda2 = 2

x1 = seq(-5,5,by=0.01)

x2_plus = sqrt((1/lambda2)*(1-lambdal*x1~2))
x2_moins = -sqrt((1/lambda2)*(1-lambdal*x1~2))

Il ne nous reste plus qu’a représenter notre courbe en deux phases.

plot(x1l,x2_plus, type = 'l', lwd = 2 ,
x1lim = ¢(-2.5,2.5) ,
ylim = c(-1.5,1.5), xlab = "" , ylab = "",
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main = "Valeurs propres de signes opposés")
lines(x1,x2_moins, type = 'l', lwd = 2)

Graphe de la forme quadratique

T2
o

La figure ainsi obtenue représente les deux branches d’une hyperbole qui ne se
coupent pas et qui sont séparées par I’axe des abscisses. Nous pourrions obtenir un graphe
analogue mais avec deux branches d’hyperbole "verticales", i.e. séparées par 'axe des
ordonnées si nous avions échangé le signe des valeurs propres (ce que ’'on comprendrait
aussi si on échangeait ’axe des abscisses et celui des ordonnées sur la figure actuelle).
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