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Résumé

Cette fiche se décompose en deux parties. La premiére partie est composée de
questions de cours dont les justifications sont en générales trés courtes et dont toutes
les réponses figurent dans le cours (moyennant une petite réflexion par moment).
Les questions ne sont pas difficiles et sont un bon moyen pour vous de travailler le
cours et de vérifier que les notions sont comprises. La deuxiéme partie est composée
de trois exercices d’applications pour vérifier que les exercices effectuées en TD sont
maitrisées. A nouveau, ces derniers sont trés proches de ceux effectués en TD et
seront un excellent moyen pour vous de vérifier que vous savez refaire ce qui a été
fait en TD.


guillaume.metzler@univ-lyon2.fr

1 Questions de cours

1. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

(a)

(h)

Une colonne d’une matrice de ., ,(R) est un vecteur de RP.

FAUX. C’est un vecteur de R™.

Une ligne d’une matrice de .4, ,(R) est un vecteur de R™.

FAUX. C’est un vecteur de RP.

Une matrice non nulle n’a pas de coefficient nul.

FAUX. La matrice identité I, est non nulle et elle contient pourtant des
Z€ros.

Toute matrice carrée admet un inverse

. 1 . . .
FAUX. La matrice < 0 ?) est carrée mais n’est pas inversible.

Les matrices diagonales sont les matrices carrées a la fois triangulaire infé-
rieure et triangulaire supérieure.

VRAL
La conjonction d’étre triangulaire inférieure et supérieure implique que tous
les éléments en dehors de la diagonale sont nuls.

Dans .#,(R), la multiplication matricielle est commutative.

FAUX (en général). Prenons les deux matrices ci-dessous pour vérifier cela
10 01—01et0110—00
0 0J\0 0/ \0 O 0 0J\0O 0/ \0 O

Le produit d’'une matrice par une matrice nulle est nul.

VRAL

Si A et B sont des matrices telles que le produit AB ait un sens alors

AB=0 <= A=0 ou B=0.
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FAUX. On peut reprendre I'’exemple des matrices A et B définies par

0 1 10 0 1\ /1 0 00
A‘(o 0) etB_(o 0)’ AB_(O 0)(0 0)‘(0 0)
(i) Si A est une matrice inversible de ., (R) alors pour tout B

AB=0 < B=0.

VRALI Si A est inversible

AB=0 < A'AB=0 «<— B=0.

Le rang d’une matrice de ., ,(R) est inférieure a inf(p, n).

VRAIL C’est la définition du rang qui est toujours plus petit que le nombre
de ligne et que le nombre de colonne.

La transposée d’un produit de matrices est le produit des transposées de ces
matrices.

FAUX. En revanche, on a toujours (AB)T = BT AT.

L’inverse d’un produit de matrices inversibles est le produit des inverses de
ces matrices.

FAUX. En revanche, on a toujours (AB)~! = B~1A~1.

2. Préciser la base canonique de .43 2(R)

La base canonique est donnée par les 6 matrices ci-dessous :

10 00 0 0
oo|l, [t o], |oo],
0 0 00 10
0 1 00 0 0
oo|, [o1], |oo
0 0 00 0 1

3. Calculer le produit AB ou
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1 3 0 o
A_<O 5y _1> et B=|1 1 4

Le résultat de ce produit est une matrice de .#5 3(R)
8 2 9
AB = (0 -5 10> ’

4. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n € N*. Les propositions suivantes
sont-elles vraies ou fausses?

(a) La matrice de Idg relativement & un couple de bases de E est I,,.

FAUX. Il faut nécessairement que les bases soient identiques dans I’espace
de départ et d’arrivée.

(b) La matrice de Idg relativement & une base de F est I,.

VRALI Voir question précédente.

(¢) La matrice d’un automorphisme de E relativement a un couple de bases de
E est inversible.

VRAL

(d) La matrice d’'un automorphisme de E relativement & une base de E est in-
versible.

VRAL

5. Soit P € .#,(R). Les propositions suivantes sont-elles équivalentes ? Est-ce que
I'une implique 'autre 7

(a) A : P est inversible, B : P est de rang n.

Les deux propositions sont équivalentes. En effet, si P est de rang n, cela
signifie, d’aprés le théoréme du rang que ’endomorphisme associé est a la
fois surjectif et injectif. Il est donc bijectif.
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(b) A : P est inversible,
B : Pour tout x = (x1,...,2,)7, Px=0 = x=0.

On a clairement A implique B. En effet, P est inversible si et seulement si
I’endomorphisme w associé a P est inversible.

En outre, si pour tout x = (x1,...,7,)7, Px =0 = x = 0, cela signifie
que 'endomorphisme u associé & P voit son noyau réduit au vecteur nul, il
est donc injectif. Or u étant un endomorphisme d’un espace de dimension
finie, il est également surjectif, donc bijectif.

Ce qui montre 1’équivalence.

(¢) A : P est inversible,
B : aucune colonne de P n’est nulle

On a uniquement A implique B que 'on obtient par contraposée. En effet,
si une colonne de la matrice P est nulle, alors P n’est pas inversible.

En revanche la réciproque est fausse. La matrice P = (1 11 1) n’a aucune
colonne nulle mais elle n’est pas inversible pour autant.

(d) A : P est inversible,
B : L’endomorphisme de R™ canoniquement associé & P est un automor-
phisme.

Les deux propositions sont équivalentes. C’est un résultat vu en cours.

6. Soient A et B deux matrices diagonales, que vaut le produit AB?

On considére les deux matrices diagonales A et B suivantes

ail 0 e 0 0 b11 0 tee 0 0
0 ag 0 0 by 0
A= , B=|:
0 an—1n—1 0 0 bn—l,n—l 0
0 0 0 Ann 0 0 0 bnn
Alors
aubu 0 L 0 0
0 a22622 0
AB — . .
0 anfl,nflbnfl,nfl 0
0 0 e 0 Annbnn
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7. Si D est une matrice diagonale, que vaut DP pour p € N7

dp 0 - 0 0 &0 0 0
0 dx 0 0 d, 0
0 dp_tn1 O 0 @0

8. Justifier que deux matrices A et B de .4, ,(R) sont égales si et seulement si
pour tout x € RP, on a Ax = Bx.

L’implication dans le sens direct est trivial. Regardons la réciproque. Pour cela,
on utilise les vecteurs de la base canonique de R™ e; alors, pour tout i € [1,n]

ai; b1;
Ae; = Be; <— =
Ang bnz

Pour tout ¢ les deux vecteurs précédents sont égaux, ce qui implique la ¢-éme
colonne des matrices A et B sont égales. On balaye tous les vecteurs de la base
de R™ et on a la résultat désiré.

9. Soit F un espace vectoriel de dimension finie n > 1. Les propositions suivantes
sont-elles vraies ou fausses ?

(a) Si Z et B’ sont deux bases de E alors d%t (#) =1.
FAUX. Il n’y a pas de raison que le déterminant soit toujours égal a 1.

(b) Si # est une base de E alors dge?t (AB) = 1.

VRALI Dans ce cas la matrice associée est diagonale avec des 1 sur la dia-
gonale et des 0 partout ailleurs.

(c) Le déterminant de Idg est égal a 1.

VRAL

(d) Siue Z(E) est tel que det(u) =1 alors u = Idg.
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1
FAUX. La matrice (1 i) a bien un déterminant égal & 1 mais n’est pas
I'identité.

(e) Siue Z(E) est tel que det(u) =1 alors u € ¥.Z(E).

VRAI Si u a un déterminant non nul, cela signifie que 'application u est
inversible et qu’elle est donc un automorphisme de F.

(f) Siue Z(E) alors VA € K, det(A\u) = Adet(u).
FAUX. Si u € Z(FE) alors YA € K, det(Au) = A"det(u), ou n est la dimen-

sion de l'espace FE.
Prendre une matrice diagonale pour s’en convaincre.

10. On considére M € .#,,(K). Les propositions A et B sont-elles équivalentes, I'une
implique-t-elle 'autre ?

(a) A:det(M)=0,

B : une des colonnes de M est nulle.

La proposition B implique la proposition A, la réciproque est fausse par
) 11 . . . R
contre. En effet la matrice p 1) auw déterminant égal a 0, pour autant

elle n’a aucune colonne nulle.

(b) A : det(M) =0,

B : deux colonnes de M sont proportionnelles.

La proposition B implique la proposition A, la réciproque est fausse par

1 3 4
contre. En effet la matrice | 4 1 5| a un déterminant égal & 0, pour au-
1 2 3

tant il n’y a pas de relation de proportionnalité entre les colonnes.

(c) A:det(M)=0,
B : une des colonnes de M est combinaison linéaire des autres colonnes.

Cette fois-ci nous avons bien 1’équivalence entre les deux. Le fait de ne pas
étre inversible signifie qu’il existe une relation linéaire qui lie un vecteur
colonne d’une matrice aux autres vecteurs colonnes de cette matrice.
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2 Exercices

Exercice 2.1. On consideére les questions suivantes sur les matrices

1. Déterminer le rang des matrices suivantes :

1 0 0 121 1 1 1-s
A= 8 5 0|, B=|11 3] e Cc=[1+s -1 2 |, ouscR.
12 3 14 113 2 —s 3

2. Montrer que la matrice suivante est inversible et déterminer son inverse

=N O

1
2
0

— W N

3. Soient (a,b) € R?. Calculer le déterminant des matrices suivantes et préciser si
elles sont inversibles et a quelle(s) condition(s).

1 1 a b
Az(l Z), B=|a 1 b et C=
b a1

o o
N = = O
= = O
QT o

Correction

1. La matrice A est triangulaire inférieure de .#3(R) avec des valeurs non nulles
sur la diagonale. Elle est donc de rang 3.

La matrice B est de rang 2. En effet, les deux derniéres lignes de cette matrice
sont égales (elles sont donc liées), donc le rang des trois vecteurs lignes est égal
au rang des deux premiéres lignes. Ces derniéres sont indépendantes.

On regarde maintenant la matrice C, il va falloir discuter son rang en fonction
des valeurs de s.

1 1 1-s
rg(C)=rg|1+s -1 2 ,
2 —s 3
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1 0 0
=rg|1+s —2—s5 1+s>
2 —2—-5 142s

Remarquons que si s = —2

0
5] =2,
3

o O O

1
rg(C)=rg |3
2

car les colonnes 1 et 3 sont indépendantes. Considérons maintenant le cas oul

s # 2. Alors
1 0 0
rg(C)=rg|1+s —2—-s 1+s2],
2 —2—-5 142s
1 0 0
=rg|1+s 1 1+4+s%],
2 1 1+2s
1 0 0
rg|{1+s 1 0
2 1 2s—s?

Pour tout s, les deux premiéres colonnes sont indépendantes. La matrice est
donc de rang 2 ou 3 selon la derniére colonne. On va donc se focaliser sur
cette derniére et regarder pour quelles valeurs elle est nulle. Cela arrive lorsque
—(s%2 —2s) = —s(s —2) =0, i.e. lorsque s = 0 ou s = 2.

In fine

(©) 2 sise{-2,0,2},
T =
g 3 sis¢ {-2,0,2).

2. On calcule le déterminant & ’aide de la régle de Sarrus, cela nous donne

2
3] = O0x2x14+1x3x44+2x2x0
1

=N O
O N =

—0x0x3—-1x2x1—-2x2x4,
= 12-—-2-16,
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— —6.

La matrice est donc inversible, nous pouvons alors calculer I'inverse maintenant.
On va utiliser la technique présentée dans le cours en travaillant sur les lignes
de la matrice.

01 2|1 0O
2 2 301 0],
4 0 1|0 0 1
-8 1 0|1 0 —2\ Li«<L1—2Ls
-10 2 0|0 1 -3 Lo<L2—3L3,
4 0 1/0 0 1

-8 1 0|1 0 -2
—2 1 O _1 1 —1 L2<—L2—Ll,
4 0 10 0 1

_6 0 O 2 —1 —1 Li<L1—Lo
-2 1 0/-1 1 -1
4 0 1] 0 0 1

)

1 0 0|—=1/3 1/6 1/6\ Li——L./6
2 10| -1 1 -1 ,
4 01 0 0 1

10 0[-1/3 1/6 1/6

0 1 0|-5/3 4/3 —2/3|LoeLot2L4,

0 0 1| 4/3 —=2/3 1/3 ) Lye1L3-4L,

On a donc
01 2\ " /-1/3 1/6 1/6
2 2 3| =[-5/3 4/3 -2/3
401 4/3 —2/3 1/3

3. La matrice A est inversible si et seulement si son déterminant est non nul, i.e.

1 a

det(A) = ‘1 b

=b—a#0 < a#b

Faisons de méme pour la matrice B. Mais pour calculer le déterminant, on va
déja transformer la matrice.
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a b
det(B) = 1 b,
a 1

> Q=

1 a b
= O 1-— (12 b(]_ — CL) LQ%LQ*QL],
O a(l - b) 1 - b2 L;;HL;;—})Ll

1 a b
—1-a)(1-b0 1+a b |

0 a 1+
_ 1+a b
DRI ]

=(1—-a)(1-0)[(1+a)l+b)—abl,
=1-a)(1-014+a+0d)

Cette matrice est donc inversible si et seulement sia # 1 et b # 1 et 1+b+a # 0.

Regardons maintenant la matrice C'. On va & nouveau faire des transformations
sur les lignes pour calculer le déterminant

a 0 0 b
b 1 1 a
det(C) = a1 1 b
0 2 1 a
a 0 0 b
b1 1 a
B O 1 1 OL3<—L;;—L17
0 2 1 a
a 0 0 b
_ b 0 0 Q|Lo<—La—Ls
00110 ’
0 1 0 a|Ls—Li—Ls
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a 0 b
=1b 0 «a
01 a
_ e b
o b al’
= —(a+b)(a—0).

Ainsi la matrice est inversible si a +b# 0 et a — b # 0.

Exercice 2.2. On considére 'endormorphisme u de EE dont la représentation matricielle
A est donnée par

1 3 -1
A=|1 2 4
-1 -1 6
1. Quels sont les dimensions de l’espace de départ et d’arrivée de l'application u ?
2. Déterminer une base de l’image de u et donner sa dimension.

3. Déterminer une base du noyau de u et donner sa dimension.

Correction

1. Il s’agit d’un endomorphisme de R3, donc les espaces de départ et d’arrivée sont
de dimension 3.
Les questions suivantes se proposent d’étre plus précis sur la dimension de
I’espace d’arrivée.

2. On va traiter les deux derniéres questions simultanément, en considérant la
matrice étendue suivante et en travaillant sur les colonnes de cette matrice :

1 3 -1
1 2 4
AN | -1 -1 6
<13>_ 1 0 o0 |
0 1 0
0o 0 1

On va ensuite effectuer une succession d’opérations sur les colonnes, pour savoir
si certaines colonnes la matrice supérieure peuvent s’annuler ou non.
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13 -1 1 0 0 1 0 0
1 2 4 1 -1 5 1 -1 0
1 -1 6 1 2 5 1 2 15
1 0 0 |oetsa| 1 =3 1 |oecigose, | 1 -3 —14
0 1 0 | &eGtat o 1 9 0o 1 5
0 0 1 0 1 0o 0 1

On peut s’arréter ici car on remarque que la matrice est de rang plein. L’espace
image est donc dimension 3 et est engendrée par les colonnes de la matrice A
équivalente qui constituent donc une base de Im(A).

Le théoréme du rang nous assure que le noyau est alors de dimension 0.

Exercice 2.3. On considére le vecteur un vecteur x d’un espace vectoriel E de coor-

données 1,2 et x3 dans une base Bp = (e1,e2,e3). On considére une nouvelle base
s = (€], €5, €}) avec les relations suivantes entre les deux bases.

€] = e;+3ex+ 2es,
e'2 = —ej — 2ey + 3eg,
eé = 2e; + lesg + 4es,

1. Donner expression de la matrice de passage P de la base B vers la base AB.
2. Donner lexpression de la matrice de passage P’ de la base By, vers la base Bp.

3. En déduire lexpression du vecteur x dans la base A,

Correction

1. Pour déterminer la matrice de passage P, on se rappelle qu’il faut exprimer (en
colonne) les vecteurs de la base %, dans la base Zg.
Nous avons donc simplement & lire les coefficients de chaque équations et les
écrire en colonne, ce qui nous donne :

1 -1 2
P=13 -2 1
2 3 4

2. Apreés quelques calculs, comme ceux effectués a ’exercice précédent, on trouve

L (11003
P—lzg ~10 0 5
13 -5 1
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En effet, on va travailler sur la matrice étendue

1 -1 2

3 -2 1

PN | 2 3 4

(13>_ 1 0 0|’

0 1 0

0 0 1
1 -1 2 1 0 0 1 0 0
3 -2 1 3 1 -5 0 1 0
2 3 4 2 5 0 —13 5 25
1 0 O 02<—82+cl 1 1 -2 0195—302 -2 1 3
0 1 o | G2 o C34+C3+5C) 3 1 5
0 0 1 0 0 1 0 0 1

On divise la troisiéme colonne par 25 afin de faire apparaitre un nouveau 1
comme pivot que 'on va utiliser pour faire apparaitre nos derniers 0 dans la
derniére ligne. Ce qui nous donne

1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
13 5 1 0 0 1
CaeCuros | —2 1 3/25 | crecisiscs | —11/25  2/5  3/25
3 1 1/5 | @Sl 95 00 1/5
0 0 1/25 13 —1/5 1/25

On retrouve donc bien notre matrice P~1 a la fin.

1

3. On se rappelle que 'on a x = x», = Px@}g = Px/' soit x’ = p~'x. Il faut donc

simplement faire le calcul & 1'aide de la matrice P~! précédemment obtenue.
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