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Résumé

Pour rappel, ce devoir est facultatif et permettra de modifier votre note en fonction de ce que
vous avez pu traiter dans ce devoir.
Les deux exercices qui composent ce devoir sont indépendants et ne traitent que de la partie Algébre
Linéaire.
La qualité de la rédaction et la clarté des explications sera prise en compte dans 1’évaluation de
votre travail.
Bien évidemment, vous avez le droit d’utiliser tous les résultats qui ont été démontrés en cours sans
démonstration, sauf si on vous demande explicitement de le montrer.

Quelques informations sur les exercices :

1. Exercice 1 : plutdt classique et calculatoire, ce premier exercice permet de mobiliser un large
champ des notions en algébre linéaire et géométrie euclidienne. Il ne présente pas de difficultés
majeures et consiste & mobiliser des résultats du cours et a effectuer une quantité de calculs.
Par sa nature, c’est un bon exercice pour réviser mais aussi s’assurer que vous connaissez les
techniques vues en cours.

2. Exercice 2 : il se décompose en deux parties. La premiére partie de ce probléme est relati-
vement calculatoire et se concentre sur la notion de diagonalisation, valeurs propres, vecteurs
propres. Il nécessitera de connaitre les notions de noyaux et d’image ainsi que les propriétés des
vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes.

La deuxiéme partie est plus théorique dans le sens ol vous n’aurez pas de valeurs sur les objets,
ces derniers sont ainsi plus abstraits. Les deux premiéres questions peuvent se traiter aisément.
La difficulté est ensuite croissante & partir de la question 3.

L’exercice 2 cherche a montrer une condition pour que deux matrices qui commutent posséde ce
que l'on appelle un vecteur sparse,i.e. qui contient au moins un 0.

Travail 4 rendre pour le dernier CM afin que ce dernier puisse étre pris en compte.
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Exercice 1 : Etude d’une forme quadratique

On considére la famille de vecteurs (v, vavs) de R? définie par

1 1 0
vi=|1], vea=1]0 et vy= |1
0 1 1

1. Peut-on dire que la famille de vecteurs (vy, va,v3) forme une base de R??

2. On note V la matrice dont les colonnes sont formées par les vecteurs vi, vo et vs, i.e.

110
V=101
011

3. On considére maintenant ’espace E des matrices de E = .#3(R) défini par
a b 0
c d e
0 f g

On considére également ’application

F= € #3(R), telqueb=f, c=e,eta=g

¢:FxF—R

en posant, pour tous A, B € F,

#(A, B) = tr(AV B).

(a) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E.

(b) Déterminer une base de ce sous-espace vectoriel.

(c¢) Quelle est la dimension de F'?

(d) Montrer que I'application ¢ est une forme bilinéaire ? Est-elle symétrique ' ?
)

(e) Montrer que l'expression de la forme quadratique ¢, donnée par q(A4) = ¢(A, A) pour

a b 0
A=|c d c | € F est de la forme
0 b a

q(A) = 2(a(a + b) + ca + cd + b(c + d)).

4. On admettra que la représentation matricielle ( de la forme quadratique g est donnée par

O

Il
O = =N
— O =
O R, Rk O

1
0
1
1
( 0 1 0 )
1. On pourra par exemple considérer la matrices Ag = [ —1 0 —1| et une matrice By diagonale telle que
0 0

d=0.
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(a) On admettra que la forme quadratique ¢ voit son noyau réduit au vecteur nul. En déduire

le rang de cette forme quadratique.
(b) La forme quadratique ¢ est-elle définie ?

(c) La matrice @ est-elle diagonalisable ?

(d) On admet (mais vous pouvez essayer de le montrer) que le polynéme caractéristique Xy

associé & () est donné par

Xo(A) = X =203 —5)% 42X\ + 4.

Peut-on dire que la forme quadratique ¢ est (définie) positive ou négative ? ?

(e) Déterminer la forme polaire ¢ associée a forme quadratique q.

5. On considére maintenant ’espace G défini par

G:

O O

0 0
b 0| € #3(R), telquea=betb=c
0 ¢

(a) G est-il un sous-espace de F'? Un sous-espace de E 7 Quelle est la dimension de G 7
(b) Déterminer le sous-espace G orthogonal & G dans F pour le produit scalaire ¢'.

(c) Quelle est la dimension de G et expliquez pourquoi.

Exercice 2 : Diagonalisation

Partie I : Quelques calculs de valeurs propres

On considére les matrices suivantes :

0 -1 -1 3 -3 -1
A=[-1 0 -1, ¢ B=]|0 2 0
-1 -1 0 1 -3 1

On considére également la famille de vecteurs de R?, .F = (v, va, v3) oil

1 0 1
vi=| 0|, vo= 1 etvy=1[1
-1 -1 1

Enfin on définit également les vecteurs v4 = (1 0 1) et vy = (1 1 —2) de R3.

1. On commence par étudier la matrice A.
(a) Déterminer le spectre de la matrice A, i.e. les valeurs propres de A.
(b) Vérifier que la famille .7 est une base de R? constituée des vecteurs propres de A.

)
(c) La matrice A est-elle diagonalisable ?
)

(d) Montrer qu’aucun élément de .% n’est un vecteur propre commun aux matrices A et B.

2. On s’intéresse maintenant & la matrice B.
(a) Déterminer le spectre de B, i.e. les valeurs propres de la matrice B.

(b) Montrer que Im(B — 2I3) = Vect(va) et que dim(Ker(B — 213)) = 2.

2. On pourra évaluer le polynéme x4 en deux valeurs trés simples.
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(c) La matrice B est-elle diagonalisable ?

3. Etude des matrices A et B.
(a) Montrer que Ker(A — I3) N Ker(B — 21I3) = Vect(vs).

(b) Montrer que vs est le seul vecteur propre commun aux matrices A et B*.

Partie II : Un peu de théorie

Remarque : cette deuxiéme partie est plus abstraite et donc moins calculatoire d’un point de vue

numérique. Flle nécessite de s’étre bien approprié les notions vues en cours.

Soit n un entier supérieur ou égal & 2. On considére I’'espace

I
N = S| eR” | Fie[l,n] tel quex; =0

T,
Soit A une matrice de .#,(R) et x € R™ un vecteur propre de A. On dit que X est sparse si
I'une des deux conditions suivantes est vérifiée :
i) xe N,
ii) il existe p dans le spectre de A et u € A" tel que x = (A — uly,)u.
On notera également <7, (R) I’espace des matrices anti-symétriques, i.e. ’espace des matrices qui

vérifient AT = —A.
Enfin, pour tout M € 4,(R), on pose

d(M) =AM + MAT et (M) = AMAT.
1. On suppose que p est une valeur propre de A telle que la dimension du sous-espace propre

associé est supérieure ou égale & 2. Montrer que A admet un vecteur propre sparse associé a

la valeur propre p .

2. On cherche maintenant étudier les applications ¢ et 1.
(a) Montrer que 47%,(R) est non trivial, i.e. ne contient pas que la matrice nulle.
(b) Montrer que les colonnes d’une matrice M € o7,(R) sont des éléments de 4.

)
(¢) Montrer que les applications ¢ et ¢ définissent des endomorphismes de <7, (R).
)

(d) Montrer que ¢ et 1) commutent.

3. On suppose maintenant que A posséde au moins deux valeurs propres distinctes, notées A\
et Ao. On notera également x; et X9 les vecteurs propres associés.
On considére enfin la matrice B = x1x3 — xox7 .
(a) Montrer ou justifier que la matrice B vérifie les propriétés suivantes

3. On pourra considérer le deuxiéme sous-espace propre de A, vérifier que vs appartient a ce sous-espace dont on

regardera la dimension
4. soit le vecteur propre vérifie la propriété, sinon utilisera le fait que la dimension du sous-espace propre est

supérieure & 2 et on considérera deux vecteurs de ce sous-espace.
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i. B est anti-symétriques,
ii. B n’est pas la matrice nulle?,
iii. AB+ BAT = (A1 + A\2)B,
iv. ABAT = (\)\2)B.
(b) En déduire que (A — A\11,)(A — X\2I,,)B = 0.
(c) Dans cette question, suppose que (A — AoI,,)B = 0.

i. En considérant que la matrice B est formée des vecteurs colonnes b;, i.e. B = (b1 ... bn)
montrer que les b; sont des vecteurs propres de A associés & .

ii. En utilisant les propriétés de B vues plus tot, en déduire qu’au moins un vecteur
propre de A est sparse.

(d) Dans cette question, on suppose que (A — A\aI,,) B # 0. En utilisant la question 3.b) et ce
qui précéde, montrer que A admet un vecteur sparse.

On pourrait enfin montrer qu’il existe un vecteur sparse lorsque la matrice A ne posséde qu’'une
seule valeur propre A.

5. on utilisera le fait que x1 et x2 sont deux vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes, ils sont ne
sont donc pas colinéaires.
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