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Résumé

Ce devoir se compose de trois exercices qui sont indépendants et traitent de ’ensemble des
notions abordées en cours : suites - dérivations - intégrales - convexité - développement limité. Il se
peut méme que les exercices mélanges ces différentes notions.

Le premier exercice se propose d’étudier (partiellement) une fonction appelée fonction de Lam-
bert qui ne posséde pas d’expression analytique. Elle est proposée ici car je I'utilise actuellement
dans le cadre d’un travail avec un chercheur.

La deuxiéme exercice traite de U'intégrale de Wallis et construit quelques résultats autour de
cette intégrale comme 'existence d’une limite. Il sera surtout 1’occasion de vous faire travailler sur
les suites, I'intégration par parties et le changement de variable.

Le troisiéme exercice, plutot classique, vous fera travailler sur la notion de convergence d’une
suite en passant par I’étude d’une fonction. Certainement 1’exercice le plus simple de ce devoir et
qui ne nécessite pas de connaissances nouvelles particuliéres.
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1 Etude de la fonction de Lambert

Dans ce premier probléme, on se propose d’étudier la fonction de Lambert ainsi que certaines
de ses propriétés. Plus précisément, on va d’abord étudier la fonction réciproque de la fonctionsde
Lambert afin de prouver son existence puis on étudiera une approximation de cette derniére. Une
grande particularité de cette fonction est qu’elle n’admet pas d’expression analytique.

1.1 Fonction de Lambert

On commence par étudier la fonction de Lambert. Pour cela on considére d’abord la fonction f
définie de R dans R par f(x) = ze®.

1. Montrer que cette fonction f réalise une bijection de l'intervalle [—1,4o00| sur 'intervalle
[_671> —|—OO[.

2. Etudier la convexité de la fonction f 7

Dans la suite, on notera W la fonction réciproque de cette bijection. On rappelle que ceci signifie
que, pour tout réel z > —e~!, W(z) est 'unique solution de I'équation f(¢) = x. On peut aussi écrire
que pour tout réel x > —e~! nous avons f(W(x)) = .

2. Justifier que la fonction W est continue sur [—e™!, +o00[ et qu'elle est de classe C* sur ce
méme intervalle.

3. Montrer que la fonction W est croissante.
4. Donner les valeurs de W (0) et de W’ (0).

5. Montrer que W est concave sur [—e~!, +o0].
Indication : on utilisera le fait que pour tout a,b > —1, la fonction f est convexe et on posera
ensuite a = W(x) et b= W(y).
6. A l'aide de la formule de Taylor, montrer que ’on équivalent suivant au voisinage de 0 pour
la fonction W
W(zx) ~ .

z—0

7. En utilisant le fait que pour tout > —1, nous avons z = f(W(z)). Déterminer un équivalent
de W au voisinage de 400 et en déduire que la limite W en +oo est égale a +oo.

8. A T’aide des questions précédentes, donner une représentation graphique de f et de W.
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1.2 Approximation de la fonction de Lambert

On considére maintenant une suite (wy,)pen. On cherchera a étudier la convergence de cette suite
vers la fonction W définie précédemment.
Pour tout réel = positif, on considére la fonction ¢, définie par

—t

Ou(t) = ze™ ¢
et on définit, sur RT, une suite de fonctions (wy,)nen telle que pour tout réel x > 0, wo(z) =1 et
Wny1(T) = P (wn ().

1. Montrer que pour tout réel x positif, W (z) est un point fixe de ¢, i.e. que W (x) est solution
de l'équation ¢ (t) = t.

2. Démontrer que, pour tout réel x positif, la fonction ¢, est de classe C? sur R et que

VEER, 0<¢,(t) <

o8

Indication : on pensera a utiliser linégalité des accroissements finis

3. En déduire que

Vee[0e, VneN, |wa(r)—W()| < (g)" 11— W(z)]

et que la suite (wy,)nen converge donc bien vers W pour tout x € [0, e].

2 Etude de suites d’intégrales

Dans ce deuxiéme probléme, on s’intéresse & 1’étude de deux fonctions qui sont définies par des
intégrales. L’objectif est de faire une étude plus poussée de 'intégrale de Wallis étudiée en TD.

2.1 Intégrale de Wallis

Soit (W, )nen la suite de nombres réels définie par la relation

/2
W, = / sin"(x) dx.
0

1. (a) Calculer Wy, Wy et Wa.
(b) Démontrer la relation W,, = myintg/ 2 cos™(z)dz.

(c) Vérifier que (W,)nen est une suite strictement décroissante de nombres réels strictement
positifs.

2. (a) Soit n un entier naturel. Etablir la relation Wy 12(n + 2) = (n + 1)W,,.
Indication : on fera une intégration par parties.

(b) En déduire que W, 12 est équivalent a W, lorsque n tend vers 400 et que pour tout entier

naturel n, on a

(n+ 1) Wpi1 W, = g

Indication : on cherchera a montrer que (n 4+ 1)W, 11 W, est constant pour tout entier n.

(c) Vérifier que W, 41 est équivalent a W, lorsque n tend vers +oo.
(d) En déduire que W, est équivalent & \/7/(2n) lorsque n tends vers +oo.
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2.2 Etude d’une suite d’intégrales

Pour entier naturel n, on considére la fonction numérique réelle f, définie dans R par la relation
x 2
fn(z) = / t"e " dt.
0

3
Par exemple f,,(3) :/ et dt.
0

1. Préciser la parité de f, en fonction de 'entier naturel n.

2. (a) Démontrer que pour tout réel x > 1, on a

0 < fo(z) < 1+/ et dt.
1

ustifier que pour tout entier naturel n, f, admet une limite en +oo et que celle de fy
b) Justifi tout enti turel dmet limit t lle d
est finie.

3. Déterminer une relation de récurrence entre fn42 et fi.
Indication : on procédera & une intégration par parties.

4. (a) Calculer fi(x) en fonction du nombre réel z, puis la limite de f; en +o0.

(b) En déduire une expression simple de la limite de fa,11 en 4+o0c en fonction de 'entier
naturel n.

2.3 Lien avec l'intégrale de Wallis

On va maintenant chercher & faire le lien entre la fonction f,, étudier dans la précédente section
et 'intégrale de Wallis étudiée en premiére partie.

1. Soit & un nombre réel tel que 0 < z < 1. Démontrer que 'on a

l+z<e’< )
— T

2. Soit n un entier naaturel non nul.

(a) Etablir la relation
n 2 1 242
/ e * dac:n/ e " dt
0 0
puis la double inégalité

1 n 1 1
n 1—t2”2dt</ eI2dx<n/dt.
/o( ) —Jo — o (142

Indication : pour la premiére égalité,on procédera o un changement de variable.

(b) Vérifier que

1
W2n2+1 - A (1 - tQ)n2 dt

Indication : on effectuera le changement de variable t = cos(u).

nsTITUT

4 - Analyse I - L1 Informatique % fmunscarion



(c) Démontrer I'inégalité

1
W2n2_2 Z / (1 + t2)7n2 dt
0
Indication : on procédera au changement de variable t = tan(u)

3. (a) Démontrer que la limite de fy en +o00 est égale a \/27?

(b) En déduire la limite de fa,, en +00 en fonction de n.

3 Suite de Fibonacci et nombre d’or

1 1—
+\@et¢:
2 2

IS

On note ¢ le nombre d’or, c’est-a-dire le nombre ¢ =

1
1. Soit (an)nen la suite définie par ag = 2 et pour tout entier naturel n par a3 =1+ —.
an

(a) Pour tout entier n > 0, montrer que la suite (a,)nen est bien définie et que l'on a

<a, <2

[\CRGV

1
(b) Etudier la fonction f : z +— 14 —, notamment ses variations et déterminer un point fixe
x
de la fonnction f.

(c¢) A T'aide de I’étude précédente, déterminer graphiquement les premiéres valeurs de la suite
(an)nen en vous aidant du graphique ci-dessous.

3

25 2

1.5 .

0.5 o

O | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

4
(d) Pour tout entier naturel n > 0, montrer I'inégalité |a,+1 — ¢| < —|a, — ¢|.

(e) En déduire que pour tout entier naturel n > 0,

4 n
lan — ol < () .
9
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(f) Que dire du comportement de la suite (ay)nen lorsque n tend vers +oo 7

2
1
2. Soit (¢n)nen la suite définie par ¢g = 2 et pour tout entier naturel n, c,41 = 20” + T On
Cn —
1
note f la fonction définie pour tout x € ] > +oo[ par
2
e +1
(a) Etudier les variations de f sur son intervalle de définition. En particulier, calculer f(¢)

1

) 1
et montrer que, pour tout nombre réel z > 2’ flx) > 7

1
(b) En déduire que pour tout entier naturel n, ¢, existe et ¢, > > c’est-a-dire que la suite

(¢n)nen est bien définie.

(c¢) En déduire que pour tout entier naturel n, ¢ < ¢,41 < ¢, < 2.
(d) Montrer que la suite (¢, )nen est convergente.

1
(e) Montrer que pour tout entier naturel n, ¢,11 — ¢ < i(cn — )2
(f) En déduire, pour tout entier naturel n > 0, I'inégalité

cn—p < 2~ 2k=02"

(g) En déduire la limite de la suite (¢p)nen-
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