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Résumé

Les exercices proposés dans cette fiche constituent une bonne base d’entrainement pour mettre
en application les différentes notions vues en cours. Les exercices sont essentiellement triés par
théme mais il n’est pas impossible qu’il faille avoir recours & des notions vues ultérieurement afin
de pouvoir le traiter.

Les exercices proposés sont également séparés en deux catégories, une partie dite "Applications"
constituée des exercices simples que vous devez savoir faire dans le cadre de ce cours. D’autres exer-
cices sont proposés dans une partie " Pour aller plus loin". Ces exercices la présentent des difficultés
supplémentaires : parfois plus complexes en terme de calculs, plus théoriques ou nécessitent de faire
des démonstrations en revenant aux définitions donnés dans le cours. Bien que je ne demande pas,
dans le cadre de ce cours, a ce que vous sachiez résoudre ce type d’exercices, ils restent trés forma-
teurs.

En cas de probléme dans la résolution de ces exercices, vous pouvez toujours me solliciter par
mail.

Tous les exercices ne pourront pas étre traités en TD, il est donc important que vous vous
entrainiez chez vous pour maitriser ces notions et que vous refassiez les exercices traités en cours.
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1 Suites de nombres réels

Exercice 1.1 (Vérifier ses connaissances).
Les questions suivantes sont des questions de cours pour vérifier vos connaissances.

1. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifiez ou donner un contre-exemple
(a) Si une suite réelle (un)nen converge vers L € R, alors u, > L a partir d’un certain rang.
(b) Si une suite réelle (up)nen converge vers L < 0, alors u, < 0 a partir d’un certain rang.
(d) Si une suite réelle

Un

()
‘ ] ] n)n n — s - .
(c) Si une suite réelle (un)nen converge vers L € R et que u,, > 0, alors L >0
(un)nen converge vers L € R et que u, < 0, alors L < 0.
(tn)

(e) Si une suite réelle (up)nen converge vers L € R et si K > L, alors u, < K a partir d’un
certain rang.

(f) Toute suite monotone est convergente.

2. Soit u = (up)nen € RYN. Les propositions A et B sont-elles équivalentes ? L’une d’entre elles
implique-t-elle 'autre ¢

(a) A :wu est bornée,
B : u est convergente.

(b) A : lim (u,) = —oc0 ou lim (uy,) = 400,
n—o00 n—oo
B :u diverge

(c) A :u converge,
B :u est stationnaire
3. Soient deux suites réelles u = (up)nen €t v = (Vn)nen. Les propositions A et B sont-elles
équivalentes ¢ L’une d’entre elles implique-t-elle 'autre ¢
(a) A : lim (u, —vy,) =0,
n—oo
B : lim (u,) = lim (vy).

n—oo n—oo
(b) A :u, <wv, apartir d’un certain rang,
B : lim (u,) < lim (vy,).
n—o0 n—oo
4. On considére les suites (up)nen €t (Vn)nen définies par

n—1 2 —n?
Uy = 5 et v, =

n n3

(a) Déterminer un équivalent de ces deux suites lorsque n — +00.

. N . Un
(b) Faire de méme avec les suites upvp, —,Up + Uy €t Uy — V.
Un

Exercice 1.2 (Variations d’une suite).
Les suites (up)nen suivantes sont-elles croissantes ou décroissantes ?

1. up, =n%+5n+4.

9 —2n+3
LUy = ————.
" n+1
3. up =+2n4+5.
27’L
4. Up = —.
n

Exercice 1.3 (Suite arithmético-géométrique).

2
On considére la suite (up)nen définie par ug = 10 et pour tout entier n > 0, up11 = gun + 1.

1. Calculer uy,us et us.

2. On considere la suite (vp)nen définie par vy, = uy, — 3. Calculer vy, v, ve et vs.
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3. Déterminer la nature de la suite (Vp)neN-
4. Exprimer v, en fonction de n, puis u, en fonction de n.

5. Calculer Sy, = vo+v1++ ...+ v, et en déduire la valeur de la somme S], = ug+ui+. .. +up.

Exercice 1.4 (Etude d’une suite).

. . . . 2uy + 3
On considére la suite (up)nen définie par ug = 0 et la relation de récurrence up+1 = ﬁ pour tout
Un,

Uy — 1

entier naturel n. On définit également la suite (vp)nen par vy, = pour tout entier naturel n.

n
1. Calculer uy,us et ug
2. Montrer que (vp)nen est une suite géométrique et donner des précisions.
3. Exprimer v, en fonction de n.
4. En déduire une expression de uy.

Exercice 1.5 (Variation d’une suite).
On considere la suite (up)nen définie par ug = 2 et, pour tout entier naturel n :

14 3u,

e B
n

1. Montrer que pour tout n, upy1 > 1.

2. Montrer que pour tout entier n, on a

(1 —up)(1+uyp)

U — Uy = .
n+1 n 3 T,
3. En déduire les variations de (up)nen-
Exercice 1.6 (Une suite arithmético-géométrique).
On considére la suite (up)nen définie par ug = —4 et upy1 = _Zu" + 3 pour tout entier n € N.

1. Calculer les premiers termes de la suite et conjecturer le signe de la limite de cette suite.
2. Trouver un point fize de la suite (up)nen. On le notera s.
3. Déterminer la nature de la suite (vp)nen définie par v, = u, — s.

4. En déduire une expression de la suite (up)nen et sa limite.

Exercice 1.7 (Calculs de Racines Carrées).
Soit a € RY.. On considére la suite (un)nen définie par ug € R% et pour tout n > 0

1 a
n

On considére également la suite (vy)nen définie par ug € R et pour tout n > 0

un —/a
Uup +Va

: 2
1. Montrer que pour tout entier n, vpy1 = V.

Up =

2. Calculer vy, en fonction de vy et montrer que |vg| < 0. En déduire que (vy)nen converge vers
0.

3. Ezprimer u, en fonction de v, et montrer que lim wu, = /a.
n—-+00

4. Calculer les trois premiers termes de la suite, pour ug =1 et a = 2.
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Exercice 1.8 (Etude de la convergence d’une suite).
Soit p un entier supérieur ou égal a 2. On définit la suite (uy)pen par :

1 1 1
Vn e N*, u, = — + +o+—.
n n+1 pn

1. (a) Montrer que (up)nen+ est décroissante.

(b) En déduire que (up)pen+ est convergente. Peut)on préciser sa limite sans calcul supplé-
mentaire.

2. (a) A Uaide du théoréme des acroissements finis, encadrer In(n+1) —In(n), pour tout n € N*.

(b) En déduire que (un)nen+ converge et préciser sa limite.

Exercice 1.9 (Suite de Fibonacci).

L’histoire des Mathématiques est parfois surprenante, et décidément toujours inattendue. Le vieuz
nombre d’or (qui sera l'objet de cet exercice), a l'origine géométrique, s’apparenta des siécles plus tard
avec des fractions issues d’une suite purement arithmétique. L’artisan de cette union fut le plus remar-
quable mathématicien du Moyen Age, Leonardo Pisano, plus connu sur le nom de Fibonacci®. Le plus
célebre de tout les problémes qui fait apparaitre ce nombre d’or se trouve certainement dans le Livre
de l’abaque. Il s’agit du fameux probléeme des lapins, dont la solution est la suite aujourd’hui connue
sous le nom de Fibonacci.

Le probléme est posé de la facon suivante : combien de couples de lapins aurons-nous a la fin de
l’année st nous commencons avec un couple qui engendre chaque mois un autre couple qui procrée a
son tour au bout de deux mois de vie ¢

L’objectif de cet exercice est alors d’étudier les solutions de ce probléme et plus largement la suite
de Fibonacci (Fp,)en définie par Fy =1 et Fo =1 et pour tout n > 1

Fn+2:Fn+1+Fn~

1. On s’intéresse & l'équation x*> = x + 1.
(a) Montrer que cette équation posséde une solution positive que l’on notera ¢. Ce nombre est

appelé nombre d’or. L’autre solution, négative, sera notée ¢

(b) Montrer les égalités

1 241

¢ 291
—1

(c) Montrer que l'on a ¢ = e

2. On consideére a présent les termes de la suite de Fibonacci.

(a) Calculer les valeurs de F,, pour n € {1,2,3,4,5,6,7,8}.

(b) En utilisant le fait que F,+o > 2F,, donner une borne inférieure sur F,, pour entier naturel
n.

1. Leonardo Pisano, Fibonacci (1170 - 1250). Il naquit & Pise en 1170. Son surnom renseigne sur son origine
familiale : Fibonacci signifie tout simplement «fils de Bonacci» (figlio di Bonacci). Cependant, ce nom est d’origine
moderne; on ne dispose d’aucne preuve permettant d’affirmer qu’il était connu sous le patronyme de Fibonacci. 11
g’initia aux Mathématiques a partir de la comptabilité, car son pére était un marchand italien qui avait des activités
commerciales internationales. Rapidement, Leonardo montra un vif intérét pour les mathématiques qui allait bien au-dela
de leurs applications mercantiles. Ses voyages marchands en Afrique du Nord lui offrirent 'opportunité de s’initier aux
mathématiques arabes aux cotés de maitres musulmans. Il connut ainsi le systéme de numérotation arabo-hindou et en
comprit immédiatement les énormes avantages. En Europe, il en devint le défenseur le plus zélé et tenta de le vulgariser.
C’est & lui que nous devons apparition dans notre culture.
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3. Soient deux réels o et 3. On considére, pour tout entier n, la suite (fy)nen définie par

1-v5\" 1+v5\"
()

(a) Vérifier que la suite (fn)nen vérifie bien la relation de récurrence

fn+2 = fn+1 + fn-

(b) Déterminer les valeurs de « et (3 telles que fo = f1 = 1.

(¢) En déduire que pour tout n € N, f, est un entier naturel.

(d) Montrer que lim (an) = . On pourra résoudre cette question de deux fagcons
n

— 400 fn
différentes.

Exercice 1.10 (Approximations du nombre d’or).

1+ﬁet¢:1_\/g.

On rappelle que l’on a posé ¢ = 5 5

1
1. Soit (an)nen la suite définie par ag = 2 et pour tout entier naturel n par ap+1 =1+ —.

Gn

(a) Pour tout entier n > 0, montrer que la suite (ap)nen est bien définie et que l'on a

<a, <2

[\CR GV

1
(b) Etudier la fonction f :x — 1+ —, notamment ses variations et déterminer un point fize
T

de la fonnction f.

(c) A laide de l’étude précédente, déterminer graphiquement les premiéres valeurs de la suite
(an)nen en vous aidant du graphique ci-dessous.

3

0.5 - a

O | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

4
(d) Pour tout entier naturel n > 0, montrer l'inégalité |an+1 — | < §\an — .
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(e) En dédure que pour tout entier naturel n > 0,

(f) Que dire du comportement de la suite (an)nen lorsque n tend vers +oo ?
2 +1
2c, — 1

2. Soit (¢p)nen la suite définie par co = 2 et pour tout entier naturel n, c,y1 = . On

1
note f la fonction définie pour tout x € ] 2 —i—oo[ par

2
fla)=5

(a) Etudier les variations de f sur son intervalle de définition. En particulier, calculer f(o)

) 1
et montrer que, pour tout nombre réel x > 3 f(x) > 7

1
(b) En déduire que pour tout entier naturel n, ¢, existe et ¢, > > c’est-a-dire que la suite
(cn)nen est bien définie.
(c) En déduire que pour tout entier naturel n, ¢ < cpt1 < ¢ < 2.

(d) Montrer que la suite (cp)nen est convergente.
1
(e) Montrer que pour tout entier naturel n, cp41 — @ < i(cn — )2

(f) En déduire, pour tout entier naturel n > 0, l'inégalité
cp—p < 2~ 2i=02",
(9) En déduire la limite de la suite (¢p)nen-

Exercice 1.11 (Autour de la suite de Fibonacci).
On considere, la suite (F),)nen définie pour tout entier naturel n € N par

Fn+2:Fn+1+Fn'

1+5

On note & nouveau @, le nombre d’or, i.e. p = et on introduit la suite (up)nen définie

2
par
Fn+1
Up = .
1
1. Montrer que pour tout n > 1, |p — u,| = .
Y Fy,

2. Montrer, pour tous les entiers pour lesquels cela a un sens, que Fyi1p = Fy_1F), + FpFpiq.

3. En déduire que tous les termes imparirs de la suite de Fibonacci sont des nombres entiers
pouvant s’écrire comme somme de deux carrés de nombres entiers.

4. Montrer que pour tout n € N, nous avons

n
ZFk = Fpyo — 1.
k=0

5. Montrer que pour tout n € N, nous avons Fyy1F,_1 — F? = (=1)"2. Quelle est la nature de
cette suite ?

2. Cette identité est connue sous le nom de Identité de Cassini. Elle est étend d’ailleurs cette relation a tous les
entiers relatifs n.
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6. En déduire que pour tout entier n € N, nous avons

F F
arctan ( n+2> — arctan ( i ) = il
Fn+1 Fn+3 4

Exercice 1.12 (Exotisme de Fibonacci).
La suite de Fibonacci (Fy)nen définie pour tout entier n par

Fn+2:Fn+1+Fn

posséde de mombreuses propriétés. La premiere propriété est de pouvoir construire un triplet
Pythagoricien. Rappelez-vous, un triplet (a,b,c) d’entiers est appelé triplet pythagoricien s’il vérifie la
relation
a? + b2 =

Cela est par exemple le cas du triplet (3,4,5) pour lequel nous avons

324+42=9+16 = 25 = 5°.

1. Pour tout entier naturel n, nous définissons

a=F,Fy3, b=2F,2F, 1 et c=Fi +F2,.
Montrer que le triplet (a,b,c) forme un triplet Pythagoricien.
D’autres propriétés intéressantes portent sur la somme des termes de la suite de Fibonacci. Par

exemple, il est facile d’exprimer la somme des n + 1 premiers termes de la suite de Fibonacci a partir
d’un seul de ses termes.

2. Montrer que pour tout entier n, nous avons

n
> Fi=Foz— 1.
k=0

3. A laide de la relation précédente, montrer que pour tout entier n > 1, nous avons

k/
E Fn-l—k: = Fn+k’+2 — Fh1.
k=0

Enfin, une derniére propriété remarquable est le fait que la somme de dix termes consécutifs de
la suite est un multiple de 11. On peut méme étre plus précis, en disant que cette somme est égale a 11
fois le septieme terme de la somme.

3. Montrer que pour tout entier n € N, nous avons

9

> Furk =11Fs.
k=0

Exercice 1.13 (Limite d’une suite).
Pour tout entier n > 1, considere la suite (up)nen définie par

1 1 1
n+ In(1) Jrn—i—ln(2) +”'jLn—i—ln(n)'

Up =

FEtudier la convergence de la suite (up)nen et déterminer sa limite.
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Exercice 1.14 (Lemme de Cesaro).

Soit (un)nen une suite réeelle convergente vers un réel L. Soit (vn)nen+ la suite définie pour tout n non
nul par

n

up + ug + . k

o = =X
k=1

Montrer que la suite (vy)nen+ converge vers L3,
Exercice 1.15 (Calculs d’équivalents).
Soit une suite réelle u = (up)nen telle que u, = 0. Justifier les équivalences suivantes

n—o0

1. sin(uy) ~ Uy.

o
n
=
S
:
2
e

3

N S oA

= B

3
—_
+
<
3
~
2
g
3

. pour tout a € R: (1 +up)® — 1 ~ auy,.

3. On pourra d’abord commencer par traiter le cas L =0

nsTITUT

9 - Analyse I - L1 Informatique % fmunscarion



2 Généralités sur les fonctions

Exercice 2.1 (Etude des fonctions circulaires).
Cet exercice se propose de vous faire travailler autour des fonctions circulaires.

1. Pour tout réel x, déterminer la valeur de cos(x)? + sin(z)2.
2. Pour tout x € [—1,1], simplifier les expressions suivantes
(a) sin(arcsin(z)).
(b) cos(arccos(x)).
(c) sin(arccos(z)).
(d) cos(arcsin(x)).
3. Pour quelles valeurs du réel x a-t-on les égalités suivantes ?
(a) arcsin(sin(z)) = x.
(b) arccos(cos(x)) = x.

Exercice 2.2 (Etude des fonctions hyperboliques).
Cet exercice se propose de vous faire travailler autour des fonctions hyperboliques.

1. Pour tout réel x, déterminer la valeur de ch(z)? — sh(z)?.
2. Pour tout x € R, simplifier les expressions suivantes
(a) argsh(sh(z))
(b) argch(ch(x))
3. Pour tout x € R, simplifier les expressions suivantes
(a) sh(argsh(x))
(b) ch(argsh(x))
4. Pour tout x € [1,400], simplifier les expressions suivantes
(a) ch(argch(zx))
(b) sh(argch(z))
Exercice 2.3 (Etude des fonctions hyperboliques).
Pour chacune des fonctions suivantes, vérifier la définition de la dérivée et des limites vues en cours

1. x> ch(z).
2. x> sh(z).
3. x — th(z).

Exercice 2.4 (Etude de la cotangente).
On considere la fonction u définie par

u(z) = cos(z)

sin(x)

Cette fonction est la fonction inverse de la fonction tan et s’appelle la cotangente, notée cotan.
A ne pas confondre avec la réciproque de la fonction tan qui est ’arctangente, notée arctan.

1. Donner le domaine de définition de cette fonction u
2. Exprimer la dérivée de cette fonction.

3. Etudier les limites de cette fonction aux bornes de son intervalle de définition.

Exercice 2.5. Déterminer les limites des fonctions suivantes
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3
> +x—3
1. f.f*—)m €n+OO.

2. frx— Va?+ 2z —x en +o0.

3x
e +2x+7
3. meW 6n+00.

sin(z)
tan(3z)
sin(z In(x))

5. frx— ——— en (.
x

en 0.

0. f:xr—>(1—3) en -+o0o.
x

aj_ J—
7. f:x'—>€ z 2cos(a:) en 0.
x

In(z) .
24z —2

9. f:x— (ch (1))33 en 4oo.
x

10. f:x— Va2 +3x+2—1x en +o0.

8 f:ax— n 1.
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3 Continuité et convexité

Exercice 3.1 (Vérifier ses connaissances).

1. Soit une fonction réelle f sur R. Les propositions suivantes sont-elles équivalentes ? Est-ce
que 'un implique Dautre ¢
A : la restriction de f a [0,1] est continue,
B : f est continue en tout point de [0,1]

2. L’itmage d’un intervalle ouvert par une fonction réelle continue est-elle nécessairement un
intervalle ouvert ?

3. (a) Eziste-t-il des fonctions réelles définies et continues sur [0,1] et non bornées ? Si oui, en
donner un exemple.

(b) Eziste-t-il des fonctions réelles définies et continues sur]0,1] et non bornées ¢ Si oui, en
donner un exemple.

(c) Existe-t-il des fonctions réelles définies et continues sur |0,1], bornées mais n’atteignant
pas leurs bornes ¢ Si oui, en donner un exemple.

(d) Eziste-t-il des fonctions réelles définies et continues sur [0,1], bornées mais n’atteignant
pas leurs bornes 2 Si oui, en donner un exemple.

4. Soit une fonction réelle f définie sur [a,b] et croissante, alors f([a,b]) est :
(a) [f(a), f(b)].
(b) [f(b), f(a)]-
(¢c) On ne peut pas savoir
5. Soit une fonction réelle f définie, continue sur [a,b] et décroissante, alors f([a,b]) est :
(a) [f(a), f(b)].
(b) [f(b), f(a)]-
(c) On ne peut pas savoir

6. (a) Soit f une fonction réelle définie et continue sur un intervalle I. Les propositions suivantes
sont-elles équivalentes ¢ Est-ce que l'une implique ’autre ?
A:f>0,
B :3a >0 tel queVr € I, f(z) > a.

(b) Méme question lorsque I est un segment [a,b].

7. (a) Soit f une fonction réelle définie sur [0,2]. On sait que les restrictions de f a [0,1] et a
[1,2] sont continues. Peut-on affirmer que f est continue ?

(b) Méme question si les restrictions de f a [0,1] et |1,2] sont supposées continues.

8. Une application contractante est-elle nécessairement continue ¢

Exercice 3.2 (Convexité).
Soient f et g deux fonctions définies de R dans R. Monter que si g est conveze et que f est conveze et
croissante, alors la fonction f o g est convexe.

Exercice 3.3 (Une utilisation de la convexité).
Soit f une application deux fois dérivables de Ry dans R telle que :

et

Ve € Ry, f'(z) = —z|f(x)]

F(0) =1 et f'(0) = 0.

Montrer que la limite de f en +o0o est égale 4 —oo
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4 Dérivabilité et régularité
Exercice 4.1 (Vérifier ses connaissances).

1. Monter, a Uaide de la définition du nombre dérivé, que la fonction f : x — 2% est dérivable
sur R et que : Vx € R, f'(x) = 2.

2. Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle I, et soit a un point intérieur de I (donc
différent des bornes de I). Les propositions suivantes sont-elles équivalentes ¢ Est-ce que 'une
mmplique autre ?

A : f est dérivable en a,
B : f est dérivable a droite et a gauche en a

3. Soit f une fonction réelle définie sur un segment |a,b]. Les propositions suivantes sont-elles
vraies ou fausses ? Justifier.

(a) Si f est dérivable sur [a,b] et si f(a) = f(b) alors il existe ¢ € [a,b] tel que f'(c) =0
(b) Si f est dérivable sur ]a,b] et si f(a) = f(b) alors il existe ¢ €la,b] tel que f'(c) = 0.
(c) Si f est de classe C* sur [a,b] alors il existe c € [a,b] tel que

f(b) — f(a) _ gt
)T _ g

(d) Si f admet un extremum en c € [a,b] et si f est dérivable en ¢ alors f'(c) = 0.

(e) Si f admet un extremum en c €|a,b[ et si f est dérivable en c alors f'(c) = 0.

4. Soit f une fonction réelle, définie et dérivable sur un intervalle I, et soit a un point intérieur
a I. Les propositions suivantes sont-elles équivalentes ¢ Est-ce que 'une implique 'autre ¢

(a) A : f est strictement croissante sur I,
B:Vxel, f'(x)>0.
(b) A : f admet un extremum local en a,
B : f'(a) = 0.
5. Soit f une fonction réelle définie sur intervalle I. Les propositions suivantes sont-elles vraies
ou fausses ?
(a) Si f est dérivable sur I, alors elle est continue sur I.
(b) Si f est deux fois dérivable sur I alors elle est de classe C?
(c) Si f est deux fois dérivable sur I, alors est elle de classe C* sur I.
(d) Si f est convexe sur I alors elle est dérivable sur I et sa dérivée est croissante.

(e) Si, pour n € N, f estn fois dérivable sur I et si f s’annule n+ 1 fois alors ) s’annule
au, moins une fois sur I.

(f) Si f est de classe C? sur I et si f” >0 alors f est convexe sur I.
6. Soit f une fonction réelle continue sur [0,1] et de classe C* sur [0,1] telle que la fonction f'

admette une limite finie en 1. Peut-on affirmer que f est de classe C sur [0,1] ?

Exercice 4.2 (Calculs de dérivées).
Dans cet exercice, on cherche a calculer les dérivées de fonctions composées.

1. Soit une fonction u définie et dérivable de R dans R. Calculer la dérivée de ¢ : x — e(ul®)),
2. Soit une fonction u définie et dérivable de R dans R?.. Calculer la dérivée de ¢ : x — In(u(x)).
3. Soit une fonction u définie et dérivable de R dans R. Calculer la dérivée de v : x — e(1+u(@)?)

4. Soit une fonction u définie et dérivable de R dans R* . Calculer la dérivée de ¢ : x
1

u(x)?
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5. Soit une fonction u définie et dérivable de R dans | — 1,1[. Calculer la dérivée de ¢ : x
)
6< 1 _u(x)Z .

Exercice 4.3 (Etude de la régularité d’une fonction).
Soit f: R — R définie par

1
22 sin (> six # 0,

flz) = x
0 stz =0.

1. La fonction f est-elle continue sur R ¢
2. La fonction f est-elle dérivable sur R ?
3. La fonction f est-elle de classe C' sur R ?

Exercice 4.4 (Usage du théoréme de Rolle).

Soit a un réel strictement positif, et soit f une fonction définie et dérivable de [0, a] dans R. On noteT'¢
la courbe représentative de la fonction f dans un repére centrée en l'origine O, de coordonnées (0,0).
On suppose de plus de que f(0) = f(a) =0 et que f'(0) = 0.

1. Montrer qu’il existe un point M de 'y, distinct de O, tel que la tangente a I'y en M passe par
f(x)
.

le point O. On pourra considérer la fonction ¢ définie sur]0,a] dans R par la p(z) =

2

0.5} |
1

00 0.5 1 1.5 2 2.5 3

3
2. Appliquer le résultat précédent a la fonction f :[0,3] — R par f(z) = 2% — %
Exercice 4.5 (Calculs de dérivées).

Pour chacune des fonctions ci-dessous, donner l'intervalle de définition, de dérivabilité ainst que l’ex-
pression de la dérivée.

~

. la fonction f:x— 1+ .

1
. la fonction f : x +— cos <)

x
. la fonction f : x> /1 — cos(x).

. la fonction f:x —

>~ Qo IS

1+ 22
. 1
1+ sin(z)’

v

. la fonction f : x

D

1
} lafonctionf:len(l )

— X
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7. la fonction f : x s eV17%°.

Exercice 4.6 (Etude de la dérivabilité).
Soit f la fonction réelle définie par

1
23ix21,
Vo €R, fz) =< 5%
3 stx < 1.

La fonction f est-elle continue sur R 2 dérivable sur R 2 de classe C' sur R ¢

Exercice 4.7 (Etude de la régularité d’une fonction).
Soit f une fonction réelle définie et dérivable sur [0, 1] telle que f(0) = f(1). Soit g la fonction définie
sur [0,1] par :

1. La fonction g est-elle continue sur [0,1] ¢

2. La fonction g est-elle dérivable sur [0,1] ¢ Déterminer une condition nécessaire et suffisante
sur f pour que g soit dérivable sur [0,1].

Exercice 4.8 (Dérivations).

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer le domaine de dérivabilité et étudier [’existence de
tangentes (éventuellement verticales). On essaiera également, lorsque cela est possible, d’étudier les
variations de la fonction.

1
T+ —
rr—e .

1
:xr—>x2ln<1+2>.
T

DX yJre ",

cx—= (1—2)v1 — 22

x\T
1

el‘i

> Lo
e

S frxw— . On ne cherchera pas a établir les variations de cette fonction.
Exercice 4.9 (Une application du théoréme de Rolle).
Soient f et g deux fonctions dérivables d’un segment |a,b] de R dans R telles que g(a) # g(b) et que

g, la dérivée de la fonction g, ne s’annule pas sur |a,b[. Montrer qu’il existe ¢ €]a,b] tel que
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5 Développement limité

Exercice 5.1 (Un développement limité de la fonction tangente).
qui L’objectif de cet exercice est de retrouver le développement limité a l'ordre 8 de la fonction x —
tan(zr), au voisinage de 0, en se servant uniquement du fait que tan(z) = = + o(x?)

1. Que peut-on dire de la parité de la fonction x — tan(z) ?

4.

Déterminer un développement limité de 1 + tan?.

Rappeler Uexpression de la dérivée de x — tan(x) et en déduire un développement limité a
lordre 4 de cette méme fonction.

Répéter les deux questions précédente jusqu’a l'obtention du résultat souhaité.

Exercice 5.2 (Développement limité).
On consideére la fonction u définie par

1.

eLL‘

Vitz

Donner l’ensemble de définition de la fonction u.

u(x) =

2. Rappeler le développement limité de la fonction x +— e* en 0, a ['ordre 3.

3. Déterminer un développement limité du dénominateur a ’ordre 3 en 0.

/.

En déduire un développement limité en O de la fonction v a lordre 3.

Exercice 5.3 (Etude d’'une fonction avec radicale).
On consideére la fonction u définie par

1.

u(z) =1—+1-—22

Donner l’ensemble de définition de la fonction u.

2. Déterminer l'expression de sa dérivée et préciser [’ensemble sur lequel la fonction est dérivable.

3.

Déterminer un développement limité de u, en 0, a ordre 5.

Exercice 5.4 (Etude d’une fonction rationnelle).
On consideére la fonction u définie par

S G o o =

e’ —cos(x) — x
r—In(l+x)

u(z) =

Donner l’ensemble de définition de la fonction u.

Quelle est la limite de la fonction u en —1 2 en 400 ?

Déterminer un développement limité du numérateur a l'ordre 4 en 0.
Déterminer un développement limité du dénominateur a l’ordre 3 en 0.
En déduire un développement limité, en 0, de la fonction u.

En déduire la valeur de la fonction u en 0.

Exercice 5.5 (Développements limités).
Déterminer les développements limités a lordre 4, au voisinage de 0, des fonctions suivantes

e v o~

cx— e” — ch(x).
:x +— sin(3x) .
cx e (14 322)% .

g & & &

x> cos(w) — 1 —22/2.
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Exercice 5.6 (Développements limités).
Déterminer les développements limités a l'ordre 4, au voisinage de 0, des fonctions suivantes

1. u:z—sin(3z) +e " .

2. u:xcos(2z) —In(l+z) .
1

3. ) o

4. u:x v+ In(ch(z)).

5wz (In(1+x))2.

u:x
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6 Primitives et Intégrales

Exercice 6.1 (Controle des connaissances).

1. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
(a) Toute fonction réelle continue est continue par morceaut.
(b) La fonction f définie par :

1(-3) =1 (3) =0t e] T3 s = tanter)

) -7
est continue par morceaur sur [2, 2} .

(c¢) La fonction partie entiére est continue par morceaut.

b
(d) Siune fonction réelle f est continue par morceaux et positive sur [a, b] alors / f(t)dt > 0.
a

(e) Si une fonction réelle f est continue par morceauz, positive et non nulle sur [a,b] alors

/bf(t)dt > 0.

b
(f) Si une fonction réelle f est continue, positive et non nulle sur [a,b] alors / f(t)dt > 0.
a

(9) Toute fonction réelle continue sur un intervalle admet des primitives sur cet intervalle.

2. Soit f une fonction réelle continue sur [a,b]. Justifier qu’il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) soit
égal a la valeur moyenne de f sur [a,b].

3. Soit f une fonction réelle continue sur [a,b]. Les propositions suivantes sont-elles équiva-
lentes ? Est-ce que l'une implique 'autre ¢

(A:f=0,

B:/ F®)dt = 0.
) 4:f>0,

B: /bf(t)dt > 0.
() A f=0,

b
B:f>0 et/ f(t)dt = 0.
a
4. A laide d’une intégration par parties, déterminer les primitives de la fonction In sur R .
Exercice 6.2 (Changement de variable).

A laide du changement de variable uw = sin(t), déterminer la valeur de l'intégrale suivante

2i
[ oy,
0o 3+sin’(t)

Exercice 6.3 (Changement de variable).
A laide du changement de variable u = cos(t), déterminer la valeur de l’intégrale suivante

w/4 i3
/ sin”(t) dt.
o 14 cos?(t)

Exercice 6.4 (Intégrale de Wallis).

/2 /2
On note, pour tout n € N, I, = / cos"(z)dz, J, = / sin(z)dz et K, = (n+ 1)1, 1p41.
0 0
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1. Montrer que : ¥Yn € N, J, = I,.

n+1

—1I,.

n+2"

(b) En déduire des expressions de Ia, et Ioyi1, pour tout p € N, a laide de factorielles.

2. (a) Montrer que : ¥n € N, I 1o =

3. (a) Montrer que Iy ~ I,
n—oo

(b) Montrer que la suite (K, )nen est constante.
(c) En déduire que I,, ~ T

n—00 omn’

Exercice 6.5 (Primitives et Intégrales).

1. Déterminer les primitives des fonctions suivantes en précisant l’ensemble de validité des cal-
culs.

(a) f:x+ 523 — 322 +5.
(b) f:x+— 2cos(z)— 3sin(z).
(c) f:xz+ —3e® +2° — 3.

2

(d)foE

322 — 623 — b

(e) f:xz+— o
2. Calculer les intégrales suivantes

2 /In(t)
(a) /1 . dt .

Loy

() /0 Lt
662 1

(c) / T
+o00 2

(d) / te=t/2dt.
0

+00 +oo
(e) / 2 */2a¢. On utilisera le fait que / e 12qt = or

—00

Exercice 6.6 (Primitives et Intégrales).

1. Déterminer les primitives des fonctions suivantes en précisant ’ensemble de validité des cal-
culs.

(a) f:ax— (x—1)/x.

3
(b) f:x+— ﬁ, on commencera par montrer que pour tout x # {—1,1}, on a :
22 _

1 1 1 1
f(l‘): 2(3:._1) +4(ZE—1)2 +2($—{—1) _4(l‘+1)2

x
T .
(c) Jra 22+ 2x+5
(d) [z (224 2)e*®
2. Calculer les intégrales suivantes a laide du changement de variable proposé.

¢ dt
(a) /1 AT @) ; en posant v = In(t).

1
(b) / e dt - en posant x = arccos(t).
-1
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Exercice 6.7 (Calculs de Primitives).
Déterminer les primitives des fonctions suivantes en précisant l’ensemble de validité des calculs.

(1 - )

Jz

.CES

1. f:x—

2. fix— .
fix 8 +1

1 6x
2 +4  x244

arctanx
4. f:rx— Q2

2
3 firx—ax4+—+
X

Exercice 6.8 (Intégrations par parties).
Déterminer les primitives des fonctions suivantes en précisant [’ensemble de validité des calculs.

1. f:x > xsin(2z).
2. frxw 2n(z).

4. fx|—>ln(1;;2x)

Exercice 6.9 (Changement de variables).
Calculer les primitives suivantes en effectuant le changement de variable indiqué

dx, en posant x = 1/t.

1
1. —_—
/:c\/a:2 )

1
2. / . 1dac, en posant © = — In(t).

3. /x(5932 —3)7dx, en posant t = 5% — 3.
1
. —————dx, en posant t = /x + 1.
4 / zvr+1 P
Exercice 6.10 (Suite définie par une intégrale).

2
1
Pour tout entier naturel n > 2, on considére l'intégrale I, définie par I, = / —nel/zda:.
1 X

1. Calculer I

2. (a) Démontrer que pour tout entier n > 2, on a

/e
o 2n71

Inq1=e + (1 —n)l,.

(b) En déduire la valeur de Is.
3. (a) Montrer que pour tout x € [1,2] nous avons

Ogie1/$<i

xn "’
(b) En déduire un encadrement de I, puis étudier la limite de la suite (I,)n>2.
Exercice 6.11 (Suite définie par une intégrale).
e

Soit (In)nen la suite définie par Iy = / xdx et pour tout n > 1 par I,, = / xIn(x)"dz.
1 1

1. Calculer I.

2. A laide d’une intégration par parties, montrer que pour tout entiern > 1: 2I,+nl, 1 =e¢

2
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3. En déduire I.
4. Démontrer que la suite (I,)nen est décroissante.
5. Montrer que pour tout entier n, nous avons

2

e
I, < )
"= n42

x
Pour cela, on commencera par étudier la fonction x — In(x) — — sur Uintervalle [1, e].
e

6. En déduire la limite de la suite (I)nen lorsque n — 400.
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7 Etude de (suites de) fonctions

Exercice 7.1 (Etude de la fonction logistique).

On considére la fonction f:x— ———— dont la représentation graphique est donnée ci-dessous

1+e
1

0.5 -

Cette fonction est appelée fonction logistique® ou encore sigmoide

1. Etudier les variations de cette fonction.

2. Etudier sa convexité.

1
3. Montrer qu’au voisinage de 0, nous avons f(x) ~ 3 + % + o(x?).

Exercice 7.2 (Etude de la loss logistique).

In(2)

On considére la fonction f : x —

In(1+e™*) dont la représentation graphique est donnée ci-

dessous

Cette fonction est appelée fonction de perte logistique

1. Etudier les variations de cette fonction.

2. Déterminer un équivalent de cette fonction en —oo.

4. Elle intervient naturellement dans des problémes de régression généralisée et plus particuliérement en apprentis-
sage automatique lorsque ’on cherche a déterminer la probabilité d’appartenance d’un individu & un groupe en fonction
de ces caractéristiques. Ces notions, plus complexes, seront abordées en troisiéme année de Licence sur le plan statistique
avant d’avoir une vision plus Machine Learning du probléme

nsTITUT

22 - Analyse I - L1 Informatique % Fmunicarion



3. Déterminer un équivalent de cette fonction au voisinage de 0.

Exercice 7.3 (Une étude de fonctions).
1

I )
On consideére la fonction f définie par f(x) = e( L+2/) 4 2. Le but de cet ezercice est d’étudier
cette fonction.

1. Donner l’ensemble de définition de cette fonction
2. On se place sur Uintervalle | — 1, 400
(a) Etudier la convezité de la fonction f
(b) En déduire que [’ ne s’annule qu’une seule fois.
(c) Etudier les limites de f en —17 et en 400 et en déduire les variations de f.
(d) Déterminer asymptote oblique a f en +00.
3. On se place maintenant sur l'intervalle | — oo, —1].
(a) Evaluer la dérivée de la fonction f en —2.
(b) Etudier la convexité de la fonction f.
(¢) Etudier les limites de f en —1~ et en —oco
(d) En déduire les variations de f
(e) Déterminer 'asymptote oblique o f en —oo.

4. Tracer Uallure de cette fonction sur le graphe ci-dessous a ’aide des éléments précédents

10

8% -

Exercice 7.4 (Etude de fonctions).
Etudier chacune des fonctions suivantes : domaine de définition et de dérivabilité, variations et signe
de la fonction, ainsi que les éventuelles asymptotes (horizontales, verticales ou obliques)

1. f:xz—In(e® —1).

2. f:x—exp (— 1 2) pour tout x €] — 1, 1] et qui vaut 0 partout ailleurs.
-
3. frxrre ST — 22+ T
1+ —
x

Exercice 7.5 (Suite de fonction).

1. Montrer que l’équation cos(xz) = x admet une unique solution dans R

2. Soit la suite (up)nen définie par ug € R et Vn € N, u,y1 = cos(up). Montrer que la suite
(Un)nen converge et déterminer sa limite.
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Exercice 7.6 (Suite de fonctions).
On considere, pour tout entier naturel n, la fonction f, définie par f,(z) = x° + nx — 1.
1. Etudier les variations de fy,.

2. Montrer que, ¥Yn > 1, il existe un unique réel uy,, tel que fp(uy) = 0.

1
3. Monter que u, < — et en déduire que la convergence de la suite (up)nen-
n

4. Montrer que la suite (nuy)neny admet une limite finie que ’on précisera.

Exercice 7.7 (Suite de zéros d’une fonction).
On considere la fonction f définie sur R par f(z) = e* + x.

1. Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle a expliciter.

2. Justifier pour tout entier positif n, l’équation f(x) = n posséde une unique solution que l’on
notera x, par la suite.

3. Déterminer la monotonie de la suite (T )neN-

4. Démontrer que pour tout n > 1, In(n —In(n)) < z, < In(n).

5. En déduire la limite de la suite (zy)nen puis celle de ( In > )
In(n) / ,en

Exercice 7.8 (Suite de fonctions).
Pour tout n > 1, on définit la fonction f, sur RY par fo(z) =14z 4+ 2%+ ...+ 2"

Montrer que l’équation f,(x) =2 admet une unique solution que l’'on notera u,,.
Montrer que pour tout n > 2, u, €]0,1[.

Déterminer la monotonie de la suite (un)nen et en déduire sa convergence.

e v~

Calculer la limite de cette suite. On pourra commencer par prouver que lirf up = 0.
n—-+0oo

1 1 n+1
5. En posant vy, = uy — > montrer que <2 + vn) = 2v,.

Exercice 7.9 (Une autre suite de fonctions).

1
Pour tout entier n > 1, on définit la fonction g, par gn(z) = €* — —.
nx

1. Etudier les variations de la fonction g, sur lintervalle |0,+o00] et prouver que l’équation
gn(z) = 0 admet une seule solution sur cet intervalle, que ’'on notera désormais wuy,.

1
2. Montrer que 0 < uy, < —, en déduire la limite de la suite (up)neN.
n

3. Simplifier expression de gny1(x)—gn(x), et en déduire le signe de gn(unt1) puis la monotonie
de la suite (up)neN-

4. Déterminer lim nu,.
n— 00
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