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Exercice 1 : Fonction de masse

Soit X une variable une variable aléatoire discréte selon la fonction de masse de
probabilité p définie comme

1/2  siz= -1,
p(x) =141/10 siz € {2,3,4,5,10},

0 sinon.

1. Montrer que p est une fonction de masse de probabilité.

On doit simplement vérifier que la somme des masses est bien égale & 1. Ce que
I’on vérifie aisément ici :

PIX = —1]4P[X = 2J+P[X = 3]+P[X = 4+P[X = 5]+P[X = 10] = %+5><E 1

2. Déterminer ’espérance de X.

On utilise & nouveau ce que nous avons vu dans le précédent TD pour déterminer
le moment d’ordre 1 de notre variable aléatoire.

E[X] = > EP[X = ],
ke{-1,2,3,4,5,10}
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3. Déterminer la variance de X.

On utilisera la formule de Kénig-Huygens qui, si la variable aléatoire admet un
moment d’ordre 2, affirme :

Var[X] = E[(X — E[X])?] = E[X?] — E[X]%.

Nous avons déja calculé E[X] précédemment, il nous faut encore calculer E[X?],

E[X?] = > K2 P[X = k],
ke{—1,2,3,4,5,10}
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1 x 5+17](2%32+42+52+102),
L 154
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Ainsi la variance de notre variable aléatoire X est

159 361 1590 361 1229
Var[X] = BX*] - BIX]* = 35"~ 155 = To0 ~ 100 = 100"

4. Déterminer la fonction de répartition Fx de la variable aléatoire X.

Dans le cas discret, la fonction de répartition garde la méme définition que dans
le cas continue, i.e.

Fx(t) =P[X <t
On va synthétiser les valeurs de cette fonction dans un tableau

t 1] 2 3 4 5 | 10
P[X =4 | 1/2 | 1/10 [ 1/10 | 1/10 | 1/10 | 1/10
PX <{ | 1/2]6/10 [ 7/10 | 8/10 | 9/10 | 1

On pourrait également donner I'expression de cette fonction de répartition

Fx(t) = Zp(k)ﬂ{kgt}~
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Une représentation graphique de cette fonction de répartition est donnée ci-

dessous.
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On y reconnait une fonction en forme d’escalier.

5. Obtenir la fonction quantile Q), i.e. I'inverse de la fonction de répartition F.

L’inverse de la fonction de répartition est définie pour tout s € [0,1] par la
relation

Qx(s) = F;l(s) =inf{z: F(z) > s}.

On va refaire un tableau analogue & notre précédent tableau pour donner les
valeurs de cette fonction quantile.

s | [0,1/2] | ]1/2,6/10] | ]6/10,7/10] | ]7/10,8/10] | ]8/10,9/10] | ]9/10,1] |

Qx(s) | -1 | 2 | 3 | 4 | 5 |10

On peut représenter cette fonction inverse avec l'interprétation graphique sui-
vante ol (Qx représente les valeurs prises par la variable aléatoire et s une
probabilité.
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Ainsi, ce graphique remontre bien que 'on a une probabilité de 1/2 de tirer la
valeur —1 et de 1/10 pour les autres valeurs.

Cette fonction quantile peut donc s’avérer trés utile lorsque ’on cherchera a
générer un échantillon issu d’une loi inconnue. On pourra le faire avec le pro-
cessus suivant :

(a) tirer aléatoirement (selon une loi uniforme) un nombre dans [0, 1]

(b) calculer I'image de ce nombre (que l'on voit comme une probabilité) par la
fonction quantile.
Exercice 2 : Fonction de densité

Soit X une variable aléatoire dont la densité f est donnée par fy(r) = kz? pour
tout z € [0,2] et k£ > 0.

1. Rappeler les conditions pour qu’une fonction soit une fonction de densité.
La fonction fx doit vérifier deux choses :

(a) elle doit positive pour tout & appartenant au support de la fonction et

(b) l'intégrale de cette fonction sur sn support doit étre égale a 1, i.e.

/IfX(x) o =1,
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. Déterminer k pour que la fonction fx soit une fonction de densité.

Etant donnée la question précédente, on voit déja que fx(z) > 0 pour tout
x € [0,2], pour que ce soit densité, il faut déterminer k telle que

2 2
k
/fx(x)d:c:1<:>/kx2dm:1(:>323:1.
0 0

3
Donc fx est une densité si k = 3

. Déterminer ’espérance de X.

On applique simplement la définition de 'espérance étudiée lors du précédent
TD, ce qui nous donne :

3

2
3 3
E[X]Z/Iivfx(x) dx:/o §x3dx:3—2x24:§,

. Expliquer comment vous obtiendrez la variance de X.

On utilisera la formule de Konig-Huygens qui, si la variable aléatoire admet un
moment d’ordre 2 (ce qui est le cas ici car nous avons une densité continue sur
un compact), affirme :

Var[X] = E[(X — E[X])?] = E[X?] — E[X]%.

Nous avons déja calculé E[X] précédemment, il nous faut encore calculer E[X?],
qui vaut

3 12

2
E[X2]:/I$2fX($) dx:/o %$4dmzzox25:€,

Ainsi la variance de notre variable aléatoire X est

12 9 3
Var[X] = E[X? - E[X]> = + -1 %

. Obtenir la borne M telle que fx(x) < M pour tout x € [0, 2].

La fonction fx est continue sur un compact, elle est donc bornée et sa borne

3
supérieure (qui est atteinte) est donnée par fx(2) = 5= M.

. Déterminer Fx, la fonction de répartition de la variable aléatoire X.

On se souvient de la définition de la fonction de répartition
! 3 1
Fx(t) =PIX <t] = / fx(z) dz = / “ade = 13,
0 0 8 8
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7. Déterminer la fonction F'y ! (on la note parfois Qx pour fonction quantile) in-
verse de la fonction de répartition de répartition Fx.

L’inverse de la fonction de répartition est définie pour tout s € [0,1] par la
relation

Qx(s) = Fx'(s) = inf{x: F(z) > s}.

Ainsi Qx(s) est le quantile d’ordre s de la loi de la variable aléatoire X. D’un
point de vue pratique, on va calculer 'inverse de la fonction de répartition qui
est une fonction bijective sur [0, 2].

1
F(t)=5 < gt?’:s = 3=8s = t =25 = t=F"1(s).

Ainsi la fonction quantile Qx est la fonction définie de [0, 1] dans [0.2] par la
relation Qx(s) = 2+/s.



